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RESUMO

Essa pesquisa tem como proposta compor um solo investigacao e reflexdo sobre o
papel da visualizagdo, no intuito de tornar visiveis aspectos do conhecimento
matematico. A metodologia adotada é de natureza tedrica, para isto, buscamos na
literatura pesquisas que contribuam para a reflexdo sobre as relacdes entre
visualizagdo, pensamento matematico e conhecimento matematico. Com o objetivo
de investigar o modo como a visualiza¢do colabora para a compreensado e possivel
construcdo dos conceitos matematicos, adotamos como questao norteadora desse
trabalho: Como a visualizacdo exerce um papel de atribuicdo da concretude na
elaboracgéo e aquisi¢cdo do conhecimento matematico? Portanto, abordaremos temas
gue direta ou indiretamente se relacionam com o que pretendemos desvelar sobre a
visualizacdo, como por exemplo: geometria, raciocinio visual, pensamento visual,
intuicdo, abstracéo, percepcao entre outros.

Palavras-chave: Educacdo Matematica, Visualizacdo, Geometria, Pensamento
Matematico, Pensamento Visual, Intuicdo, Analogia.



ABSTRACT

This research has as its proposal to compose an investigation and reflex over the
visualization matter, to the object of making the mathematics knowledge aspect
visible. The adopted methodology is of theoretic nature, to such, we surveyed the
research literature that contributed to this reflection over the relations of visualization,
math thinking and math knowledge. Under the purpose of investigate the way the
visualization contributes to the comprehension and the possible construction of the
mathematics concepts, we adopted as a north: How can visualization play an
attribution purpose to the concrete elaboration and acquisition of mathematic
knowledge? Therefore, we offer subjects that directly and indirectly relate with what
we intend to reveal over the visualization, as an example: geometry, visual thinking,
visual thought, intuition, abstraction, perception among others.

Key words: Mathematic Education, Visualization, Geometry, Mathematic Thinking,
Visual Thinking, Intuition, Analoly.
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos, muitos trabalhos como os de Cifuentes (2003, 2005, 2010,
2011, 2013), com sua abordagem estética e qualitativa da matematica, Flores (2007,
2010, 2012), apresentando o conceito de visualidade no lugar da visualizagéo,
Buratto (2012) colocando em prética o termo visualidade ao estudar a obra de Durer.
Janzen (2011), apresentando a tecnologia computacional como forma de
movimentar as imagens, remetem o ensino de matematica a construgdo de
significados, a concretude do pensamento, a realidade. Por sua vez, a visualizacao,
como um dos modos de dar suporte a uma compreensao ampla da matematica, tem
sido discutida em pesquisas neste ambito e se mostrado um estudo importante para
se repensar esta compreensdo do ponto de vista de um ensino mais comprometido
com a construcdo conceitual em desfavor a uma instrumentalizagdo algoritmica. No
capitulo 1, trataremos de mencionar algumas concepcdes sobre a visualizacao,
sendo uma delas a de concretizacdo, ou seja, concretizar um conceito, seja abstrato
ou ndo, dando-lhe forma, movimento, trazendo-o para o0 mundo da nossa intuicao

O ensino de mateméatica vem sofrendo modismos apoiados num modo de
pensar engessado, estagnado, no qual os estudantes apenas seguem o modelo,
nao questionando ou constituindo sua autonomia de pensamento.

As causas desta forma engessada podem estar relacionadas com a formacao
dos professores, a utilizacdo exclusiva e ingénua dos livros didaticos e,
principalmente, uma concepc¢ao da matematica como uma ciéncia rigida, totalmente
I6gica e algoritmica. Constata-se entdo, segundo Lorenzato (1995), que o ensino de
matematica tem imprimido aos alunos o papel de aritmetizacdo do raciocinio®,
negligenciando-se o lado sensivel da matematica, mais perto da intuicdo e da
imaginacao que da légica.

Com essas questdes nos lancamos neste estudo, que objetiva investigar o
modo como a visualizacdo colabora para a compreensao e possivel constru¢cdo dos

conceitos matematicos, a refletir sobre 0 pensamento matematico do ponto de vista

! Consideramos, nesse contexto, por aritmetizac&o do raciocinio a forma engessada de se ensinar e
aprender matematica, embasada apenas na utilizacdo de nimeros, da l6gica, do método (em que se
utiliza de uma sequéncia de passos para resolver determinado problema). (LORENZATO, 1995)
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epistemoldgico, enfatizando o processo de visualizagdo como modo de se alcancar
o conhecimento matematico.

Para isto adotamos a pesquisa de natureza tedrica, em que pretendemos
desconstruir para reconstruir. A base para a desconstrucado se fundamenta na leitura
de pesquisas, a procura por textos que nos instiguem a criar novos
guestionamentos, formular novos problemas e novas concepc¢des, ou seja, 0 objetivo
ndo € buscar respostas, mas sim perguntas. Os textos estudados tendem a nos
auxiliar para o esclarecimento de termos utilizados, tais como: intuicdo, analogia,
imaginacao, estética, etc., ndo somente com o intuito de reflexdo e discussdo, mas
também como forma de construir novas significacdes, como as que veremos na
secdo 1.3: visualizacao algoritmica, geométrica e contextualizada.

A construcdo de nossa linha de pensamento se inicia no entendimento do
conceito de visualizacao, para algo que vai além do que os olhos podem ver. Apos
isso, apresentamos novas significacbes a visualizacdo, como a visualizacao
geomeétrica relacionada com a argumentacao pela geometria. Embasados na leitura
de Bachelard (2011, original 1938), discutiremos na sequéncia sobre o obstaculo da
experiéncia primeira, em que faz-se importante salientar o risco do uso ingénuo da
imagem.

Com a estrutura formada, no que se refere a concepcéo de visualizacéo, as
novas significacbes por nds construidas e o entendimento sobre os obstaculos
epistemoldgicos, chegaremos na discussdo, sendo a mais ousada a mais
“aventurada” sobre a cientificidade da visualizagdo. Como ela é ou ndo considerada
cientifica, tanto na sua forma de argumentacdo como na sua forma de pensamento.
Para isso, percorremos, através de exemplos, os primordios de Euclides, em que a
visualizacdo era considerada como forma de raciocinio legitimo, até chegarmos na
abstracdo da geometria analitica.

Entendemos que a geometria tem papel primordial para o processo de
visualizacdo, por isso estudaremos alguns episodios de seu desenvolvimento desde
0S gregos até a geometria considerada néo euclidiana.

A intuicdo como forma de acessar o pensamento matematico, o pensamento
visual e o raciocinio visual, sdo conceitos que pesquisaremos a fim de entender
como a visualizacdo se concretiza e alimenta a intuicdo. Analisaremos o0 conceito de
‘analogia’, caracterizada por nés como uma forma de visualizar, no intuito de

compreender a evolugdo de determinados conceitos matematicos por meio da
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analogia e metafora, por exemplo, o espaco tetradimensional. O estudo sobre a
movimentacdo de imagens através da tecnologia computacional também sera
classificada como forma de visualizagao, fechando assim um ciclo, que se inicia com
0s conceitos mais fundamentais de visualizagdo e vai ganhando, no decorrer da
pesquisa, caracteristicas estéticas, qualitativas de concretizacdo do pensamento
matemaético.

Portanto, a opcdo pela pesquisa tedrica investigativa se justifica pela
possibilidade da realizacdo de um estudo do ponto de vista interpretativo, ou seja,
dar movimento ao processo significativo de constru¢cdo do conhecimento, integrando
objetividade e subjetividade na captura da esséncia de uma sensibilidade
matemaética.

Por mais que este trabalho seja de natureza tedrica, focando os aspectos
epistemoldgicos da visualizacdo, faz-se importante salientar que esta pesquisa se
direciona ao professor, seja na formacao inicial ou continuada, até mesmo nas
praticas em sala de aula, com o intuito de trazer reflexdes e possiveis contribuicdes
para que se consiga construir novas praticas, incorporando novas metodologias.

Tratarmos da epistemologia da visualizacdo é conflitivo, pois no sentido
moderno se referiria a ciéncia e ciéncia remete a método, mas a visualizacdo néo
tem um método cientifico, logo ndo seria uma epistemologia nos padrées atuais.
Mas se pensarmos na epistemologia nos padrées mais largos, é possivel falar da
epistemologia da visualizacéo, esta sendo considerada como uma forma de atingir o
conhecimento.

Tendo como solo de interpretacdo a sensibilidade e a visualizacdo na
construcdo de conceitos matematicos, a questdo que nos guia é: Como a
visualizacdo exerce um papel de atribuicdo da concretude na elaboracao e aquisicédo
do conhecimento matematico? — vislumbramos, desta maneira, um horizonte de
entendimento a partir de uma abordagem qualitativa, deslocando o foco axiomatico
para uma forma de pensamento direcionada a conceitualizacéo visual.

Ensinar os alunos a observar a matematica pelo contexto da apreciacao
estética, de carater qualitativo, € um recurso que os professores poderiam valorizar
em suas aulas. Um elemento que influenciaria de forma bastante positiva nessa
apreciacdo da matematica € a visualizacdo, trazendo para o estudante uma
concretude ao pensamento e seus objetos, tornando possivel, por meio de técnicas

de visualizacdo, diagnosticar conceitos, formas, simetrias, semelhancas, e também
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argumentar, usando o raciocinio visual. Como verifica Cifuentes parafraseando o
artista Paul Klee (2010, p. 23), “visualizar ndo é apenas ver o Vvisivel, é
principalmente tornar visivel”.

O pensamento visual pode apresentar uma desmitificacdo em considerar as
técnicas de visualizacdo como puramente auxiliares. Como exemplo, temos a
utilizacdo do desenho geométrico pelos gregos, que era indispensavel em varias
construcdes, pois se tratava de um método de raciocinio visual “legitimo”, ou seja,
ndo era apenas uma ferramenta de ilustracdo. Tais técnicas podem desenvolver um
sentido para aquilo que é ensinado e construido.

N&o obstante, os alunos, desenvolvendo o pensamento visual e o raciocinio
visual em sala de aula, poderdo ter uma percepcao figurativa do que esta sendo
ensinado, atribuindo significados aos conceitos tidos como puramente abstratos.
Focalizando o papel das imagens visuais para o desenvolvimento do pensamento,
identifica-se na imagem o elo entre a percepcao e a imaginacao, pois possibilita sua
integracdo em forma concreta, passivel de sucessivas modificacbes (READ, 1977).

A utilizacao da visualizacdo e consequentemente do pensamento geométrico
nesse processo do desenrolar do pensamento matematico, pode auxiliar de forma a
dar substancia, concretude ao ensino da matematica, possibilitando uma
compreensdao melhor direcionada e estruturada de diferentes conceitos
matematicos. Além disso, a visualizacdo e o pensamento geométrico sdo processos
gue se complementam, pois a geometria auxilia no desenvolvimento da capacidade
de abstracado, generalizacao e visualizacao.

Nessa perspectiva € que geometria se apresenta de forma interessante, pois
€ possivel verificar que o pensamento matematico pode se concretizar através de
sua geometrizacdo, como afirma Cifuentes (2010, p. 26) “Uma das formas de se
matematizar uma ciéncia sem se referir a grandezas é a geometrizacdo como um
recurso nao légico de racionalidade visual ou visualizagdo intelectual”. Dessa
maneira, a geometria mostra-se como uma forma de visualizacdo para muitos
conceitos matematicos, articulada tanto aos aspectos formais quanto intuitivos,
abrangendo caracteristicas estéticas e sensiveis.

Ao discutirmos geometrizacdo, pensamento matematico e intuicdo, nos
deparamos com uma matematica de caracteristica sensivel, estética. Neste sentido,
conforme afirma Cifuentes (2003), o conhecimento estético se revela pela

sensibilidade, enquanto o conhecimento cientifico tem fortes ligacbes com



17

racionalidade. E diante destas consideracdes levantamos um desafio: como
proceder de maneira a articular estas duas caracteristicas do conhecimento
matematico a favor de seu desenvolvimento?

Essas consideragfes direcionam para a compreensao de que a geometria
pode ser um veiculo de comunicacdo com conceitos analiticos e algébricos,
conduzindo ao pensar matematicamente, situando este estudo no &ambito da
educacdo matematica, que na atualidade, busca meios para desenvolver um ensino
pautado em significados, rico em argumentagcédo, que produza uma conexao com o
saber matematico, geométrico e a visualizagdo. Conforme Flores et al. (2011):

A relagdo com os conhecimentos geométricos e com as praticas visuais, no
ensino e aprendizagem da matemética, poderia, portanto, ser construida

sobre um patamar que fosse desejavel para uma educacdo matematica
significativa e critica. (p. 2).

Portanto, o objetivo dessa pesquisa ndo € somente abordar a visualizacao
apenas com a sua serie de significados, mas pesquisar os elementos que estao
intrinsecos a este processo, como a ja mencionada intuicdo, o pensamento visual, 0
raciocinio visual e a imagem mental.

Diante disso, buscamos organizar essa dissertacdo de tal forma que
possamos fazer conexdes entre esses conceitos.

No primeiro capitulo, apresentaremos as concepc¢des sobre a visualizacdo no
entendimento de alguns pesquisadores, como Cifuentes (2003 e 2005), Flores
(2012), Costa (2002), entre outros, e abordaremos o tema intuicdo, buscando
compreender como 0s apelos visuais se relacionam ao pensamento intuitivo. A
visualizacdo como obstaculo epistemoldgico serd outro tema de estudo para este
capitulo, na qual ela é tratada como uma forma de pensamento que nos leva a
determinadas generalizacdes, que nem sempre condizem com o real, levando assim
aos obstaculos na formacdo do conhecimento. Analisaremos também trés tipos de
visualizagdo, que denominaremos por ‘visualizagdo geométrica’, ‘visualizagao
algoritmica’ e ‘visualizagdo contextualizada’. Outro tépico de grande importancia
neste capitulo é o que trata da cientificidade da visualizacdo, em que analisaremos
guais estruturas, caracteristicas podem declinar para uma possivel natureza
cientifica da visualizacao.

O desenvolvimento histérico da geometria, dando énfase aos aspectos que

direcionem ao pensamento visual, sera abordado no segundo capitulo, assim como
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as implicacfes didaticas da geometria no processo de visualiza¢do, caracterizando o
pensamento geomeétrico. A historia da matemética vai ser um fundamento para esse
estudo, com base nas diferencgas entre o pensamento grego e o atual.

No terceiro capitulo, estudaremos o desenvolvimento do pensamento visual e
raciocinio visual, abordando a imagem mental como elemento estruturante do
pensar e raciocinar por intermédio da visualizacéo.

Também analisaremos, no quarto capitulo, o modo como se desenvolve o
pensamento matematico quando € intermediado pelo movimento das imagens
visuais e mentais, refletindo como a geometria esta subjacente a este processo.

E, no quinto capitulo, o objetivo sera utilizar os fundamentos teoricos dessa

dissertacédo para finalmente analisar modos de compreender a visualizagéo.
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1. VISUALIZACAO: TEORIAS, CONCEPCOES E ESTRUTURAS.

1.1 O que é visualizar no ambito do ensino da matematica?

O debate sobre o papel da visualizagdo no processo do ensino de matematica
tem sido discutido, principalmente na vertente do pensamento visual e raciocinio
visual. Portanto, para darmos inicio a abordagem sobre a visualizagdo no contexto
escolar, vamos antes analisar o que é proposto nos Parametros Curriculares
Nacionais PCN’s (1998):

Em Matematica existem recursos que funcionam como ferramentas de
visualizacdo, ou seja, imagens que por si mesmas permitem compreensao
ou demonstracdo de uma relacdo, regularidade ou propriedade. Um
exemplo bastante conhecido é a representacdo do teorema de Pitagoras,
mediante figuras que permitem “ver” a relacdo entre o quadrado da
hipotenusa e a soma dos quadrados dos catetos. (BRASIL, 1998, p. 45,
grifo nosso).

Ao atentarmos para a assercao “imagens que por si mesmas permitem
compreensao ou demonstragdo de uma relagdo”, nos questionamos se a proposta
de compreender uma demonstracdo por meio de imagens € aceita nas salas de
aula. Isto nos leva a observar que alguns professores procuram anunciar, por
exemplo, o Teorema de Pitagoras, utilizando apenas simbolos, a notacéo algébrica,
sem trazer se quer uma das varias visualizacdes possiveis para apresenta-lo. E
geralmente fazem o uso das imagens como um recurso didatico deixando de refletir
sobre o que este modo de tratar o conteddo em questédo pode apresentar para além
de uma estratégia apresentacional.

De acordo com Dreyfus (1991, apud COSTA, 2000), os educadores
matematicos reconhecem o potencial poder da visualizacdo, porém, a sua
implementacdo na sala de aula ndo é efetiva, talvez porque lhes falta atribuir seu
completo valor ou estatuto, ou porque a visualizacdo, assim como 0 pensamento € 0
raciocinio visual sdo habilidades dificeis de serem desenvolvidas, e suas leis dificeis
de serem explicitadas, necessitando de um trabalho refletido e arduo para seu
aperfeicoamento e para seu ensino.

A visualizacdo e a leitura de informacdes graficas em Matematica sao

aspectos importantes, pois auxiliam a compreensdo de conceitos e 0
desenvolvimento de capacidades de expressédo gréficas. A disponibilidade
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de modernos recursos para produzir imagens impfe a necessidade de
atualizacdo das imagens mateméaticas, de acordo com as tendéncias
tecnoldgicas e artisticas, incorporando a cor, os graficos, a fotografia, assim
como a importancia de ensinar os alunos a fazer uso desses recursos.
(BRASIL, 1998, p. 46).

Na citacdo acima, observamos que “fazer uso desses recursos” ndo significa
compreendé-los, também destacamos a frase “desenvolvimento de capacidades”,
pois tudo o que nos referimos até o momento sobre visualizacdo, pensamento
visual, raciocinio visual, intuicdo, imagens mentais, necessitam de competéncias,
habilidades, que podem ser facilmente desenvolvidas por alguns estudantes, porém,
nem tanto por outros. Segundo Goldenberg (1998),

Os tipos de visualizacdo que os alunos precisam, tanto em contextos
matematicos como noutros, dizem respeito a capacidade de criar, manipular
e “ler” imagens mentais de aspectos comuns a realidade; visualizar
informacdo espacial e quantitativa, e interpretar visualmente a informacao
que lhe seja apresentada; rever e analisar passos anteriormente dados
como objetos que podiam tocar e desenhar; e interpretar ou fazer aparecer,
como por magia imagens de objetos ou ideias que nunca foram vistos.
(GOLDENBERG, 1998, p. 37).

Nessa perspectiva, Dreyfus apresenta um resumo relacionado as dificuldades

com a visualizacdo sentidas, pelos estudantes:

e incapacidade de ver diagramas de diferentes maneiras;

o dificuldades em reconhecer as transformacgdes implicadas nos diagramas;
e interpretacdes incorretas ou ndo convencionais de variagdo e covariacao
em graficos;

o falha na distincdo entre uma figura geométrica e o desenho que
representa essa figura;

o falha em unir as suas visualiza¢des ao pensamento analitico;

(DREYFUS, 1991, apud COSTA, 2000 p. 177).

Em referéncia as dificuldades em unir a visualizacdo ao pensamento analitico,
um recurso utilizado e que requer como estratégia somente o uso da mente € a
intuicdo, que abordaremos com maior propriedade no capitulo 3. Porém, faremos
uma breve discussdo sobre a intuicdo como forma de desenvolver as capacidades
visuais e o raciocinio visual.

A vista disso, o trabalho de Cifuentes (2003) estabelece a relacdo entre a
visualizacdo e a intuicdo, ou seja, a visualizacdo como uma forma de experiéncia

gue constréi significados e atribui sentidos aos apelos intuitivos. Pesquisadores
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como Brunet et al. (2009) descrevem que possuimos intuicdo pelo fato de
concebermos representacdes mentais de objetos aos quais estamos associando um
determinado conceito, ou seja, podemos dizer que a visualizagao e a intuicdo estao
intimamente ligadas.

Flores (2012) e Costa (2000) apresentam a visualizagdo e a intuicdo como
processos do desenvolvimento do pensamento visual, no qual uma depende, ou se
relaciona com a outra. “A visualizagdo é geralmente considerada util, para apoiar a
intuicdo e a formag&o de conceitos na aprendizagem da matematica” (COSTA, 2000,
p.176).

Adicionar visualizagdo no contexto da educagdo matematica, além de
promover a intuicdo e o entendimento, possibilita uma maior abrangéncia da
cobertura em assuntos matematicos, permitindo que os estudantes nao
somente aprendam matematica, mas também se tornem capazes de
construir sua propria matematica. (FLORES et al, 2012, p. 35).

Imaginar, tocar, manipular séo fatores que influenciam no desenvolvimento
cognitivo dos estudantes, dando estrutura para o entendimento de determinados
conceitos. E quando o manipular ndo esta ao alcance, a visualizacdo pode conduzir
a uma tentativa de dar concretude ao pensamento, construindo uma imagem mental,
um significado ao significante®. “A visualizagdo é um processo através do qual as
representagdes mentais podem ganhar vida” (DREYFUS, 1991 apud COUY e

FROTA, 2007).

O pensamento matemético envolve diferentes processos de pensamento:
0s processos envolvidos na representac@o de conceitos e de propriedades
(0o processo de representar-visualizar ..), processos envolvidos na
abstracdo (generalizacdo e sintese), processos que estabelecem relacdes
entre o representar e o abstrair [...]. (DREYFUS, 1991, apud COSTA, 2000,
p. 261).

Portanto, uma das razfes para se investir na implementacdo da visualizacao
nas salas de aula estd associada as habilidades mentais e visuais que 0s alunos vao
desenvolver e adquirir. Costa (2000) acrescenta que a visualizagéo é parte essencial

da inteligéncia humana,;

? Entendemos por significado o teor pertinente a um signo, ou seja, a mensagem que ele transmite. E
por significante o veiculo que contém a mensagem, ou seja, 0 gesto, o desenho, a palavra ou som
gue usamos para transmiti-la.
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Assim, sabendo que o pensamento visual é dificil de ser desenvolvido,
parece que € imprescindivel que 0s processos cognitivos que o
acompanham devam ser clarificados e tornados explicitos, para que se
possa ndo s6 diminuir os problemas de aprendizagem que normalmente o
acompanham como também identificar os modos de pensamento visual
com que os alunos lidam. (COSTA, 2000, p. 179).

Na proxima secdo faremos um estudo mais detalhado sobre as concepcdes
inerentes a visualizacdo, baseando nossos estudos em Cifuentes, Flores, Buratto,

Costa, entre outros.

1.2 Concepcdes sobre a visualizacao

Nao s6 devemos compreender a matematica, como devemos saber como
comunicar visualmente essa matematica. (CUNNINGHAM, 1991 apud
COSTA, 2000, p. 179).

O sentido da palavra ‘visualizacdo’ é discutido em diversas areas do saber,
como psicologia, matematica, educacdo matematica, etc. Sendo assim,
analisaremos os diferentes conceitos de visualizacdo, adotados por alguns
pesquisadores, em estudos direcionados a educacéo.

Para isso, nos fundamentamos nos trabalhos e pesquisas de Cifuentes,
Flores, Buratto, Costa, Leivas entre outros, que em geral trazem uma discussao
sobre a visualizacdo no ensino da matematica.

De acordo com Costa (2000):

O termo visualizacdo tem diferentes conotacdes, e umas vezes esta restrito
a mente do aluno, outras esta restrito a algum meio e ainda outras a
visualizacdo € definida como um processo para viajar entre esses dois
dominios. (COSTA, 2000, p. 169).

Flores (2012, p. 34), em referéncia ao ensino de matematica, denota que “a
visualizacdo ndo € como um fim em si mesma, mas um meio para o entendimento
de conceitos matematicos”. Porém € importante ressaltar que a visualizagdo, mesmo
sendo fundamentalmente considerada como uma predisposicao relacionada ao ato
de ver, corresponde também as propriedades mentais, a percepcao espacial, ndo

somente ao que esta posto diante aos olhos. “O proprio termo ‘visual’ pode nao ter a
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ver com a visdo, um dos cinco sentidos, mas pode referir-se também as
propriedades espaciais e as suas relagbes” (COSTA, 2000 p. 170).

Flores et al. (2012), a partir do estudo e dos autores que elas investigaram,
foram percebidas duas formas de se pensar a visualizagdo, uma voltada para a
psicologia, na qual o foco de investigacéo é a capacidade do individuo em formar e
manipular imagens mentais, e a outra voltada para a educacdo matematica,
centrada em lidar com o0s aspectos visuais para alcancar o entendimento
matematico. Portanto, com base nas leituras por elas realizadas, concluem que a
visualizacdo é um processo intrinseco ao desenvolvimento das imagens mentais, no
gual tém papel fundamental para a compreensédo de conceitos matematicos.

Ha pesquisadores, que consideram os termos ‘visualizagao’ e ‘pensamento
visual’ como sindénimos, porém Mariotti (1995) evidencia a distingdo entre ambos os
termos:

Visualizagdo significa trazer a mente imagens de coisas visiveis e 0
pensamento visual € o pensar sobre coisas abstratas que originalmente
podem ndo ser espaciais, mas que podem ser representadas pela mente de
alguma forma espacial. (MARIOTTI, 1995 apud COSTA, 2000, p. 170).

A visualizacdo concerne também o sentido de realidade, de verdade, uma vez
gue estamos observando, experimentando algo. Nessas circunstancias, Cifuentes
(2005) destaca a visualizagdo como mecanismo de expressdo de uma linguagem
visual, no qual considera que um dos grandes desafios da matematica do século XXI

sera tornar a visualizacdo em argumento de demonstracao logica:

A visualizagdo sera o principal mecanismo para “ver’” a verdade de um
resultado matemético sem recurso a demonstracdo légica. As
demonstra¢des visuais fardo uso possivelmente de uma linguagem visual
apropriada, envolvendo também meios computacionais, 0s quais podem pér
em evidencia a expressividade artistica da matematica; Todo conceito de
visualizacdo remete a uma certa “realidade”, pois “a realidade é a
experiéncia visual basica”. (CIFUENTES, 2005, p. 71).

Para Cifuentes, a visualizagdo precisa de um “espaco” de representacéao,
mesmo que este espaco nao seja aquele da percepcéao visual (CIFUENTES, 2010).

J& em relacdo ao raciocinio geométrico, a visualizacdo mostra-se com mais
nitidez, neste sentido Loureiro (2009) defende o uso do pensamento visual como
parte do raciocinio geométrico e matematico em geral, “para muitos alunos, a

visualizacdo e o raciocinio visual sdo uma ancora para o pensamento matematico e
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também a primeira oportunidade para participarem da atividade matematica”.
(LOUREIRO, 2009, p. 62)

E possivel notar, de certa forma, que ndo ha uma linearidade no modo como
os diversos autores tratam a questédo da visualizacdo, neste sentido Flores, Wagner
e Buratto, publicaram, em 2012, uma pesquisa em que realizam um mapeamento
dos anais do ENEM?, no qual o objetivo consistia em classificar as tendéncias na
pesquisa brasileira sobre visualizacdo na educacao matematica. Com base nesse
estudo, as autoras identificaram que o conceito de visualizacdo empregado nas

pesquisas € percebido como:

Processos de construcdo e transformacdo de imagens visuais® mentais;
uma atividade cognitiva que é intrinsecamente semidtica; processo de
formacdo de imagens (mentais, com lapis e papel, ou com o auxilio de
tecnologias) e utilizacdo dessas imagens para descobrir e compreender
matematica; forma de pensamento que torna visivel aquilo que se Vé,
extraindo padrbes da representacdo. (FLORES et al, 2012 p. 40).

Na mesma direcdo, Buratto (2012) apresenta em sua tese um quadro, no qual
podemos perceber as diferentes abordagens sobre o conceito de visualizacdo. A
autora realiza uma selecdo em que se articula a matematica, educacao matematica,
psicologia, ou com a pesquisa cientifica, abrindo um leque de informacfes que

mesclam a percepcéao, imagens visuais, imagens mentais e imaginacao.

TABELA 1 - ALGUMAS DEFINICOES SOBRE VISUALIZAGAO

Como os pesquisadores definem o conceito de visualizagdo

Autor Ano/Pégina Definicéo

Presmeg 1986, p. 297 | vVisualiza¢do: “uma imagem visual é definida como um esquema
mental representando informagdes reais ou espaciais.”

“Visualizacdo aparece na literatura com as ideias de imaginacao,

) habilidade espacial, diagramas e intuigdo, com ideias Uteis para a

Bishop 1989, p. 8 Educacio Matematica e que, embora seja considerada um

conceito complexo, € necessario ser compreendida”. (traducao
livre)

“Visualiza¢do do ponto de vista da educagdo matematica inclui
duas direc0es: a interpretacdo e compreensao de modelos visuais
e a capacidade de traduzir em informacao de imagens visuais 0

Dreyfuss apud Costa 2000, p. 169 que ¢ dado de forma simbolica”.

® Encontro Nacional de Educacdo Matematica.
* Imagens visuais: S30 esquemas mentais que descrevem a informac&o visual ou espacial
(PRESMEG, 1986, apud BURATTO, 2012).



Cunningham

1991, p. 67

“Visualizagdo cientifica ¢ comumente corrente para 0 USO da
tecnologia gréfica do computador de apoio a investigagdo nas
ciéncias”.

Zimmermann e
Cunningham

1991, p. 3

“Visualizagdo matematica é o processo de formagdo de imagens
(mentais, ou com lapis e papel, ou com o auxilio de tecnologias)
usando essas imagens de forma eficaz para a descoberta e
compreensdo da matematica”.

Senechalwoapud Costa

2000, p. 170

“Visualizagao significa em linguagem usual ‘percep¢do espacial’
e assim é a reconstrugdo mental da representacdo de objetos a 3
dimensdes.”

Mariotti apud Costa

2000, p. 170

“Visualizacdo consiste em trazer 2 mente imagens de coisas
visiveis”.

Solano e Presmeg

1995, p. 67

“Visualizacao ¢ a relac@o entre imagens”.

Guzman

1996, p. 13

“Visualiza¢do em matematica constitui um aspecto importante da
atividade matematica onde se atua sobre possiveis representa¢des
concretas enquanto se descobrem as relagdes abstratas que
interessam ao matematico”.

Gutiérrez

1996, p. 19

Visualizag¢do na matematica é “um tipo de atividade de raciocinio
baseada no uso de elementos visuais ou espaciais, seja mental ou
fisico, realizado para resolver problemas, ou provar
propriedades”.

Nemirowsky e Noble

1997, p. 101

“Visualizacdo ¢ um ato que nao se restringe somente aos aspectos
mentais ou aos aspectos externos, mas um meio de estabelecer
conexdes entre esses dois meios.” (traducdo nossa)

Arcavi

1999, p. 26

“Visualizacdo ¢ a capacidade, o processo e o produto da criacao,
interpretacéo, uso e reflexdo sobre fotos, imagens, diagramas, em
nossas mentes, em papel ou com ferramentas tecnoldgicas, com o
objetivo de descrever a comunicacdo de informag0es, de pensar e
de desenvolver ideias anteriormente desconhecidas e
entendimentos avangados”. (traducdo nossa)

Duval

1999, p. 9

“Visualizagdo refere-se a uma atividade cognitiva que é
intrinsecamente semidtica e o uso da visualizagdo na matematica
requer um treino especifico, para ver em cada registro de
representacdo.” (traducdo nossa)

Passos

2000, p. 80

“Visualizacgo ¢ a habilidade de pensar, em termos de imagens
mentais (representacdo mental de um objeto ou de uma
expressdo), naquilo que nao esta ante os olhos, no momento da

25
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acdo do sujeito sobre o objeto”.

2005, p. 71 “Visualizar é ser capaz de formular imagens e esta no inicio de

ifuen x
Cifuentes todo o processo de abstragdo”.

“Visualizagao € a capacidade de manipular mentalmente, girar ou
Van Garderen 2006, p. 496 torcer, ou inverter um objeto pictoricamente estimulo
apresentado”. (tradug@o nossa)

“Visualiza¢@o € um processo de formar imagens mentais, com a
Leivas finali(,ja}de de cons_,truir e comynicar determi~nado conceito

2009, p. 111 matematico, com vistas a auxiliar na resolugo de problemas
analiticos ou geométricos.”

2010, p. 274 “Visualizagdo matematica é entendida como uma expressdo do

Flores »
pensamento, uma forma de olhar e de pensar”.

Fonte: Buratto, 2012 p. 58.

Diante dos diferentes modos de compreender a ideia de visualizacéo,
tomamos inicialmente a vertente que aponta para um entendimento da visualizac&o
como elemento estruturante na formacdo das imagens mentais para o0
desenvolvimento do pensamento visual. Quando pensamos nas dificuldades que os
estudantes apresentam na resolucdo de questbes matematicas é possivel perceber
uma relacao entre esta dificuldade e a inabilidade em articular os conceitos abstratos
com a visualizac&o, que neste caso pode se dar pela intuicdo, imaginacdo e também
pelas imagens mentais.

Ou seja, € possivel na abstracdo, implicitamente presente em grande parte
das proposicBes matematicas, criar uma imagem mental, um modelo, mesmo néo
sendo nitido aos olhos, mas a mente, sendo assim possivel dar movimento e
concretude ao pensamento.

Adiante, discutiremos sobre trés tipos de visualizacdo, que denominaremos
por ‘visualizagdo geométrica’, ‘visualizagcdo algoritmica’ e ‘visualizagao

contextualizada’.
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1.3 Visualizacdo Geomeétrica, Visualizagdo Algoritmica e Visualizacao
Contextualizada

As formulas sdo explicacdes, e ndo fontes de inspiracdo. A obra viva sai da
imaginacdo e ndo do célculo. (Francastel, 1967, apud Cifuentes et al,
2005a)

Na perspectiva da Educacdo Matematica, o tipo de visualizacdo mais
encontrado na literatura académica € a geométrica, porém também analisaremos
nesta secado o0s tipos de visualizacdes que denominaremos por algoritmica e
contextualizada.

Iniciaremos nossa discussao pela visualizacdo geométrica, tal qual o préprio
nome ressalta, traz uma incumbéncia geométrica para o visual. Trata-se de ver o
gue esta ante os olhos, ou também ver com os olhos da mente, utilizando-se de
conceitos e construcdes proprios da geometria, a fim de fazer relagbes matematicas

tanto geométricas quanto algébricas.

Desde os inicios da geometria, como ciéncia experimental, até os fins do
séculos XIX, inclusive passando pelo desenvolvimento axiomatico-material
da geometria de Euclides, o aspecto visual, dado por meio de figuras e
construcbes geométricas, tem sido tdo importante quanto a demonstracéo.
(CIFUENTES, 2003, p.70).

Foi, sobretudo, na geometria de Euclides que a visualizacdo e a geometria
tornaram-se “cumplices”, ou seja, uma foi se tornando indispensavel para a outra.
Segundo Cifuentes (2003 p. 64), “os axiomas da geometria euclidiana sao
apresentados sugerindo construcdes, sendo fundamental a palavra tracar, sugerindo
um recurso ao visual”. Na geometria analitica 0os conceitos geométricos ndo sao
mais tdo “evidentes™, porém a visualizacdo esta presente através dos processos
mentais, da intuicdo, da imaginacdo. “Os aspectos formais foram separados dos
visuais, esse Ultimo é conservado até hoje, chamado usualmente de modelo® ou
interpretacdo” (CIFUENTES, 2003, p. 70). Desta forma, a utilizacdo de diversos
modelos que conduzam para uma ideia geométrica pode auxiliar o aluno a

reconhecer que algumas propriedades do objeto transcendem suas propriedades

® “A palavra ‘evidéncia’ alude ao visual. Para os gregos, “demonstrar” significava desvelar, por em
evidéncia (a verdade)”. (Cifuentes, 2003, p. 64).

® “Modelo é uma forma de ver, isto é, um ponto de vista, um enfoque, terminologia prépria do visual’.

(Cifuentes, 2003, p. 70).



28

materiais como tamanho, cor, textura e, portanto, pertencem ao mundo ideal da
Geometria (KALEFF, 2003).

E sobre a visualizag&o resultante do raciocinio visual associado aos conceitos
geométricos’, como forma de alcancar o conhecimento algébrico, que daremos
énfase nesse momento. Como primeiro exemplo, temos a visualizacdo geométrica
auxiliando os estudantes na compreensao, interpretacédo e formulacdo de hipéteses
matematicas, no qual sua importdncia no processo de solucdo € um passo
preparatorio para o entendimento da formalizagdo de alguns conceitos mateméticos.

Mas quais sdo as caracteristicas que 0s conceitos tém para serem
considerados geométricos? Primeiramente, entendemos por conceitos geométricos
as propriedades, as relacdes, as definicbes referentes aos elementos da geometria,
como por exemplo, o quadrado, que possui quatro angulos adjacentes de mesma
medida e quatro lados congruentes. Mas na propria geometria, segundo Cifuentes
(2003, p. 60), encontramos palavras de origem visual, tais quais: congruéncia,
semelhancga, diferenca, forma, clareza, evidéncia. Portanto, os conceitos, para
serem considerados geométricos, devem apresentar além de suas propriedades,
suas transformacdes e correspondéncias.

Apesar de, para os matematicos, ndo haver duvidas de que os elementos
geomeétricos (ponto, reta, plano, sélidos etc) pertencem ao mundo das ideias
matemadticas, estes elementos tiveram sua origem no mundo fisico e
representam abstracdes de objetos materiais. Esta ambiguidade é um fator
perturbador para o ensino da Geometria, pois ela se apresenta como uma
grande dificuldade para os alunos, que ndo percebem que os objetos
geomeétricos sdo abstratos e que mesmo ao observarem o desenho de uma
figura geométrica no livro-texto ou no quadro-negro, ou mesmo sua imagem

na tela do computador, estdo, na realidade, vendo apenas uma
representacéo do objeto geométrico. (KALEFF, 2003, p. 16).

Em consonancia com a discussdo sobre os conceitos geométricos, faz-se
importante destacarmos a relevancia que o ensino de geometria apresenta nesse
contexto, pois é necessario que o estudante tenha, ao longo de seu processo
académico, formalizado e construido determinados conceitos geomeétricos, caso
contrario, a visualizacdo geométrica empregada por ele podera ser distorcida e

errbnea. Um exemplo disso € a visualizacdo de um tetraedro através de seu

desenho no plano, em que os alunos associam ao desenho de um triangulo. Um dos

" Consideramos por conceitos geométricos, figuras geométricas as quais séo atribuidas definicdes de
certo sistema axiomatico, porém, como aponta Fischbein (1985, apud D’AMORE, 2007), uma figura
geométrica pode entdo ser descrita como tendo, intrinsecamente, propriedades conceituais. Todavia,
uma figura geométrica ndo é um puro conceito, € uma imagem, uma imagem visual.
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motivos deve-se ao fato de suas faces serem triangulares, em que os estudantes

nao conseguem visualizar a profundidade da imagem, focando apenas nas faces.

Figura 1. Imagem de
um tetraedro regular

Outro exemplo € apontado por Dreyfus e Hadas (1994), em que enfatizam as
padronizacdes feitas pelos alunos em relacdo as formas, ou seja, os triangulos
isosceles existem, para alguns alunos, somente quando suas bases séo horizontais,
ou dois triangulos sdo congruentes somente quando seus lados correspondentes
séo paralelos.

Cifuentes (2005, 2010) tem outro entendimento sobre esse tipo de
fendbmenos: € inerente aos processos de visualizacdo a contextualizacdo espaco-
temporal (ndo necessariamente num sentido fisico) da imagem, de modo que, desse
ponto de vista, faz sentido identificar, num primeiro momento, um triangulo isésceles
como “apoiado” na sua base. Alids, a propria expressao “base de um tridngulo”
remete a essa contextualizacdo. Num segundo momento, que ndo € mais de
visualizacao-concretizacao e sim de abstracdo, separa-se a imagem de sua “posi¢cao
contextual’.

Uma das justificativas para esse tipo de equivoco € dada por Kaleff (2003),
gue aponta a existéncia de individuos visualizadores, em que a habilidade de
visualizacdo é inata, e também a existéncia de individuos nao visualizadores, em
gue a habilidade pode ser desenvolvida ao longo do processo académico. Mas
guando ndo desenvolvida tal habilidade, ocorre a existéncia de um conflito, quando
alunos visualizadores se deparam com professores nao visualizadores e vice-versa.

N&o obstante, Kaleff (1994) argumenta sobre os obstaculos cognitivos que
impedem ou dificultam a construcdo de uma ideia ou conceito matematico, tais
obstaculos s&do ocasionados pelo nao desenvolvimento da habilidade da

visualizagao.
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Visualizagdo € a habilidade, o processo e o produto da criagao,
interpretagdo, uso e reflexdo sobre desenhos, imagens, diagramas, em
nossas mentes, sobre papel ou com ferramentas tecnolégicas, com o
proposito de representar e comunicar informacoes, de pensar e desenvolver
ideias previamente desconhecidas e de divulgar entendimentos. (ARCAVI
2003, apud KALEFF, 2012 p. 8).

A autora apresenta algumas operagfes mentais importantes envolvidas na
habilidade da visualizacdo, em que destacamos duas: a) produzir imagens mentais
de um objeto e visualizar suas transformacdes e movimentos, mesmo na sua
auséncia visual; b) relacionar varios objetos, representacfes graficas ou imagens
mentais entre si.

Diante da preocupacdo com o ensino de geometria, encontramos o artigo da
pesquisadora Regina Pavanello, Por que ensinar / aprender geometria?, no qual a
autora aponta as dificuldades que os alunos apresentam em utilizar a representacao
geométrica para a visualizagdo de conceitos matematicos. “A geometria apresenta-
se como um proficuo para o desenvolvimento da capacidade de abstrair,
generalizar, projetar, transcender o que € imediatamente sensivel” (PAVANELLO
2004, p. 4).

Sobre a influéncia do ensino de geometria nesse processo da visualizacao, a
pesquisadora Ana Maria Kaleff tem apresentado uma série de reflexdes. No artigo
Tomando o Ensino da Geometria em Nossas Maos, Kaleff salienta que nos anos
setenta iniciou-se um movimento de resgate do ensino de geometria, tendo como

objetivos iniciais:

a) Induzir no aluno o entendimento de aspectos espaciais do mundo fisico e
desenvolver sua intuicdo espacial e seu raciocinio espacial;

b) Desenvolver no aluno a capacidade de ler e de interpretar os argumentos
matematicos utilizando a Geometria como 0 meio para representar
conceitos e as relagcdes Mateméticas. (Tomando o ensino da geometria em
nossas maos..”)

c) Proporcionar aos alunos meios de estabelecer o conhecimento necessario
para auxilia-lo no estudo de outros ramos da Matematica e de outras
disciplinas, visando uma interdisciplinaridade dindmica e efetiva.

d) Desenvolver no aluno habilidades que favorecam a construcdo do seu
pensamento logico, preparando-o para os estudos mais avangados em
outros niveis de escolaridade. (KALEFF, p. 20, 1994).

O primeiro objetivo apontado por Kaleff, “Induzir no aluno o entendimento de
aspectos espaciais do mundo fisico e desenvolver sua intuicdo espacial e seu

raciocinio espacial”, vislumbra uma visualizacdo como intuigdo do espaco, uma das
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caracteristicas da visualizagdo geométrica, para podermos “ver’ o entendimento, a
compreensao que se faz do espago. Salientando que o “espac¢o” aqui considerado, é
o lugar onde as coisas acontecem e/ou existem.

O segundo objetivo, “Desenvolver no aluno a capacidade de ler e de
interpretar os argumentos mateméaticos utilizando a Geometria como o meio para
representar conceitos e as relagdes Matematicas”, estabelece o aprimoramento dos
argumentos, além de promover uma construcao real/visual de determinados
conceitos matematicos. Seria assim uma argumentacao sobre as propriedades do
espaco, isto €, uma argumentacao visual de tipo geométrico.

Desta forma, estabelecemos duas vertentes para a visualizagdo geomeétrica:

- a visualizacdo por meio da intuigdo espacial

- a visualizacéo por meio da argumentacdo geométrica

Antes de adentrarmos na analise sobre as duas vertentes por nos
estipuladas, faz-se importante definirmos nosso entendimento de espaco. Quando
mencionamos 0 espaco pelo lugar onde as coisas acontecem, nos referimos a
representacdo do espaco tal como o homem o observa, € o momento do
descobrimento do espaco pelo homem, no qual ao representa-lo, ele tende a
capturar a estrutura, 0s tracos essenciais, 0 que implica numa abstracéo
(CIFUENTES, 2005a). E quando fazemos mencdo sobre a argumentacdo das
propriedades do espaco, estabelecemos referéncia ao homem se percebendo como
parte constituinte deste espaco, podendo entdo refutar, questionar, enfim,

argumentar sobre 0 mesmo.

O conceito de “espacgo” faz parte do desenvolvimento das civilizagbes e de
suas atividades culturais, manifestando-se na criagdo de sistemas para
melhor representa-lo. (CIFUENTES et al, 2005a p. 3).

Ou seja, a representacdo do espaco nas civilizacdes da antiguidade e até
mesmo no Renascimento, ndo se equipara a representacdo do espaco hoje, talvez

pelas necessidades diferenciadas ou pelo proprio “movimento” do espaco.

Francastel considera que a ideia de que o Renascimento representa uma
abordagem no sentido de representacao “verdadeira” em relagdo ao mundo
exterior € falsa. Admitir essa ideia seria admitir que o0 espaco, para toda a
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humanidade, é permanente e que apenas os modos de representar é que
mudam. (CIFUENTES et al, 2005a, p. 6).

Seria entdo possivel representar o espaco de quatro dimensfes? Para esse
efeito, como seria visualiza-lo? Para isso utilizamos 0s processos mentais, como a
intuicdo e a imaginagdo, para tentar entender como 0s objetos geomeétricos de
comportam nesse espago, e além, entender como ocorrem as transformagées. O
espaco quadridimensional foi de dificil aceitacéo justamente por ndo ser evidente, no
qual varios fildsofos, cientistas, fisicos e mateméticos tentaram defini-lo, entre eles,
René Descartes, Bernard Riemann, Albert Einstein, Felix Hausdorff. Segundo

Descartes, as dimensbdes de um objeto refere-se a quantidade de coordenadas

necessaria para descrevé-lo. Portanto:

Se a teoria de Descartes da geometria analitica tivesse visto a luz do dia
num tempo menos agarrado a experiéncia sensorial e ao pensamento
euclidiano, os matematicos teriam naturalmente, sem constrangimento,
reconhecido a légica dum objeto em quatro dimensbes, pois s6 se lhes
exigiria o reconhecimento de que um tal objeto ndo mais é do que a
entidade matemética que necessita de quatro coordenadas para ser
adequadamente descrito. (GUILLEN, 1987, p. 94).

Ou de quatro graus de liberdade, na linguagem dos fisicos, para um tal objeto
poder ser “visto” como sendo quadridimensional.

Riemann foi quem estendeu a nocdo de espaco finito-dimensional para
infinitas dimensdes “a dimensdo matematica ndo deve caracterizar-se apenas por
espacos sensiveis, pois pode referir-se a espacos puramente conceituais” (Guillen,
1987 p.95), ou seja, a dimensdo desse espaco € determinada pelo numero de
fatores que o governam.

Portanto, com base em nossas refutacdes sobre os conceitos de espaco, a
visualizagdo por meio da intuicdo espacial seria “ver’, compreender, conjecturar
sobre o entendimento que se faz do espaco. Podemos usar como exemplo 0 espaco
utilizado na geometria analitica plana, constituido pelo plano cartesiano, que contém
0s pontos (coordenadas) e as retas (equacdes da reta, dependentes das
coordenadas). O espaco deixa de ser o real-fisico, da geometria euclidiana, se
tornando um espaco “artificial” numeérico, criado para a geometria analitica.
Transforma-se assim a intuicdo geométrica do espaco fisico numa intuicdo numérica

de um espaco matematico “artificial”: o plano cartesiano.
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O espaco real® podemos entendé-lo como o espaco fisico, natural. O espaco
matematico é uma certa idealizacdo desse espaco fisico e essa idealizacdo €
construida também usando a prépria geometria. A geometria ndo é o estudo apenas
do espaco, a geometria também permite construir os espacos para a concretizacao
(mesmo que ideal) dos objetos geométricos (¢ o caso das geometrias nao-
euclidianas). No espaco fisico enxergamos uma nocao intuitiva de reta e de ponto,
mas idealizando isso como um ponto, como Euclides pretendia dizer, “um ponto é
aquilo que ndo tem partes”, isso jA € uma “concretizagdo”, esse ponto que néo tem
partes pertence ao espago geometrico, ndo pertence ao espaco fisico. O espaco
geométrico € necessario tanto na antiguidade como na modernidade, justamente
para dar concretude aos objetos matematicos, ai que se concretizam, uma reta se
concretiza no espaco geometrico.

A visualizagdo por meio da argumentagdo desencadeia uma série de
possibilidades atreladas a geometria, como forma de representar 0s conceitos
matematicos. Seria 0 homem como ser constituinte do espaco, argumentando e
guestionando as propriedades do mesmo. Como exemplo podemos mencionar o
estudo das propriedades dos produtos notaveis, em que utiliza-se aplicacbes da
geometria e o raciocinio visual como forma de argumentacéo para a existéncia e até
mesmo verificacdo de tais propriedades. Nao seria uma demonstracdo, mas sim
uma forma de “ver’ as transformagdes e as relagbes escondidas por meio dos
algoritmos.

Da mesma forma acontece com o conceito de raiz quadrada, quando
mencionamos problemas do seguinte tipo: em uma sala com o formato de um
guadrado cabem 25 carteiras, quantas fileiras de carteiras ficardo dispostas? Neste
caso, sabemos que basta calcular a raiz quadrada de 25 para concluir que serdo 5
fileiras de carteiras, desta forma estamos utilizando a ideia geométrica espacial para
fazer mencdo ao conceito de raiz quadrada. Assim como o numero quadrado
perfeito, além de apenas falar que o nimero quadrado perfeito € o que possui raiz
exata, podemos também fazer a construcdo desse quadrado. Por exemplo, o

namero 16 é quadrado perfeito, pois conseguimos com 16 ‘quadradinnhos’ construir

® Ha uma diferenca importante entre espaco fisico e espago geométrico na medida em que as
propriedades dos objetos que encontram uma concretizacdo nesses espacos sao diferenciadas. Por
exemplo, a propriedade de equilibrio de um objeto é fisica, enquanto sua propriedade de simetria,
embora intimamente relacionada com aquela, é geométrica.
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um quadrado maior. Porém, o 5 ndo é um quadrado perfeito, pois ndo é possivel

construir um quadrado com 5 quadradinho.

-~

4
Figura 2: Representacéo geomeétrica do nimero quadrado perfeito

Portanto, nas linhas acima procuramos tentar entender melhor como a
visualizacdo geométrica se desenrola no processo de concretizagdo do
conhecimento matematico, a fim de deixar de lado as concepc¢des primarias,
partindo para um entendimento mais proficuo e fundamentado.

Porém, nem todo tipo de visualizacdo se resume a visualizacdo geomeétrica,
como salientamos no inicio deste capitulo, analisaremos a visualizacdo, que
tomamos por liberdade, chama-la de ‘algoritmica’.

Mas por que esse nome? E qual o significado, quais 0s conceitos que
fundamentam esta visualizacao?

A visualizacdo algoritmica é tdo difundida quanto a geométrica, talvez néo
tenha sido amplamente discutida, pelo fato de néo ser tdo evidente, ou pelo fato de
utilizar-se mais do raciocinio algébrico ou combinatério como forma de pensamento.
Mas o fato € que ela é tdo importante para o processo de formagcédo do pensamento
matematico assim como a geométrica.

A visualizacdo algoritmica € uma espécie de visualizacdo de formas de
argumentacado, basicamente ver algebricamente algo geométrico. Isso acontece
quando, por exemplo, ndao conseguimos “ver’ uma demonstragcdo geométrica, tendo
gue partir assim para o uso exclusivo dos algoritmos. Um exemplo disso é o fato de
nao conseguirmos visualizar que em um espaco tetradimensional existem dois
planos ndo paralelos que se interceptam, e tal interseccdo € um Unico ponto. Se
usassemos da geometria analitica para tentar adaptar uma espécie de modelo para

essa representacao, teriamos o seguinte:
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(0,0, z, w)

(2,4,0,0)
@ Y

Figura 3: llustracdo de planos nédo paralelos

A visualizacdo algoritmica, requer um processo de construcdo para sua
concretizacdo, como por exemplo a discussdo em torno do quinto postulado de
Euclides: “Se duas retas sdo cortadas por outra formando angulos de um mesmo
lado com “soma” menor que dois angulos retos, entdo, as duas retas quando
prolongadas suficientemente se encontram num ponto”. A dificuldade epistemologica
por tras do postulado V € que precisa da “existéncia” da reta euclidiana infinita em
ato. Ou seja, a reta infinita em ato, envolvida no Postulado V, ndo € aceita por ser, a
sua concepcao, problematica do ponto de vista construtivo, pois sua “concretizagao”
poderia envolver um namero infinito de passos de prolongamento. A existéncia do
limite do processo de prolongamento sé existiria se o infinito de um tal processo for
um infinito em ato, desta forma o postulado das paralelas pode ser qualificado como
nao evidente por ser ndo construtivo (CIFUENTES, 2005). Portanto, se inicia um
processo de discusséo teorica que durou séculos, até se concluir no século XIX,
com o advento das geometrias ndo-euclidianas.

E por dltimo apresentamos a visualizagdo que denominaremos por
‘contextualizada’. Esse tipo de visualizacdo é caracterizada por dar diferentes
significados a um dado conceito matematico. A palavra ‘contextualizar’ no sentido da

matematica significa colocar um objeto em relagdo com outros objetos, ndo apenas
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no caminho da matemética para o real, mas da matemética para a prépria
matematica e para contextualizar um determinado conceito, faz-se necessario
descontextualizar o saber produzido, para assim analisarmos um conhecimento que
nele possa ser reproduzido.
Um conhecimento s6 € pleno se for mobilizado em situagfes diferentes
daquelas que serviram para lhe dar origem. Para que sejam transferiveis a
novas situagbes e (generalizados, 0s conhecimentos devem ser

descontextualizados, para serem contextualizados novamente em outras
situacdes (BRASIL, 1998, P. 36).

Como exemplo, temos o uso das integrais, em que podemos utiliza-las para
determinar a area sob uma curva do plano cartesiano, ou entdo para analisar a
relacdo entre aceleracdo, velocidade e a posicdo de uma particula, também as
integrais duplas e triplas nos auxiliam para o calculo do volume, além de poder ser
aplicada em outras situagcdes. Ou seja, com 0 uso das integrais exemplificamos trés
sentidos diferentes dados ao mesmo significado.

Outro exemplo, ja utilizado nesse capitulo é o do tridngulo, em que foi feita a
mencao de que os alunos s6 concretizam os triangulos isdsceles quando suas bases
sdo horizontais. Quando argumentamos que um lado do triangulo € uma base,
estamos fazendo referéncia ao mundo real. Da mesma forma, se dissermos que um
triangulo que esta apoiado no vértice vai cair, estamos novamente fazendo
referéncia ao mundo real-fisico, ele pode cair pela acdo da gravidade, pela posicao
em que esta, etc. Tender a cair ndo € uma propriedade do triangulo, é uma
propriedade do tridngulo por estar ‘neste local’ e ‘nesta posic¢ao’.

Diferentemente da visualizagao algoritmica e da geométrica, o ‘mundo’ onde a
integral se concretiza pode ser fisico (na questdo da velocidade, ou até mesmo do o
trabalho necesséario para distender ou comprimir uma mola), o biolégico (permite
calcular o fluxo de sangue numa artéria), da engenharia (calcula o centro de massa
ou o momento de inércia de um sélido).Sendo assim, contextualizar também é uma
forma de visualizar.

Dessa forma fechamos nossa discussdo sobre trés tipos de visualizacdo, a
geométrica, algoritmica e a contextualizada, salientando que uma ndo se sobrepde
sobre a outra, e nem se equivalem, apenas se complementam.

No capitulo seguinte, pesquisaremos, apoiados na leitura da obra de

Bachelard, o obstaculo epistemolégico da experiéncia primeira, analisando questdes
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pertinentes a visualizagdo que estdo por tras de um primeiro olhar, de uma primeira

impresséo, podendo chegar a conclusdes precipitadas.

1.4 A visualizagcdo como obstaculo epistemoldgico ao conhecimento
matematico.

Acender a ciéncia é rejuvenescer espiritualmente, é aceitar uma brusca
mutag&o que contradiz o passado. (BACHELARD, 2011, p. 18).

Um determinado assunto matematico, uma questao proposta, para que seja
julgada como “verdadeira” basta que seja vista, posta diante aos olhos? Ou basta
gue passe pelo processo de experimentacdo e observacdo? Ou ainda, precisa
necessariamente ser demonstrada pelo rigor da l6gica matematica? Podemos nos
julgar o que € ou néo verdadeiro, uma vez que essa verdade pode estar vinculada

ao que se guer que seja verdade, ou até mesmo a pontos de vista?

O problema tem a ver com o fato de que as "verdades" da moderna visao
cientifica do mundo, embora possam ser demonstradas em foérmulas
matemdéticas e comprovadas pela tecnologia, j& ndo se prestam a
expressdo normal da fala e do raciocinio. Quem quer que procure falar
conceitual e coerentemente dessas "verdades" emitira frases que serdo
"talvez ndo desprovidas de significado como um 'circulo triangular', mas
muito mais absurdas que 'um ledo alado™ (Erwin Schrddinger). Ainda nao
sabemos se esta situacdo é definitiva; mas pode vir a suceder que na@s,
criaturas humanas que nos pusemos a agir como criaturas do universo,
jamais cheguemos a compreender, isto é, a pensar e a falar, sobre aquilo
que, no entanto, somos capazes de fazer. (ARENDT, 1958, apud
BERTOCHE, 2006, p. 4).

Os conflitos gerados por esses questionamentos podem estar ofuscados por
obstaculos epistemoldgicos, pois para Bachelard € em termos de obstaculos que o
problema do conhecimento cientifico deve ser colocado, debatendo sobre as causas
de estagnacéao e inércia do pensamento.

Como exercicio de reflexdo por que ndo descontruir para reconstruir? Como
afirma Bachelard, (2011, p.21) “diante do real, aquilo que cremos saber com clareza
ofusca o que deveriamos saber’, a restricio em uma forma de pensar linear,
fechada, pode romper novos conhecimentos. O propdésito € questionar, buscar,

duvidar, sair da contemplagcdo do mesmo para buscar o outro, desviar do senso
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comum, enfim, “se ndo ha pergunta, ndo pode haver conhecimento cientifico” (p.
18). O ato de conhecer passa a ser um ato de negacao.

Portanto, buscamos apresentar um estudo analitico reflexivo sobre um dos
obstaculos epistemolégicos discutido por Bachelard em sua obra A formacdo do
Espirito Cientifico. Muitas vezes, a experiéncia primeira e as generalizacdes sao
consequéncia do uso de metaforas, imagens e analogias para explicar fenébmenos
naturais. A isso Bachelard denomina “obstaculos verbais”, assunto que discutiremos
aclarando a “visualizagéo primeira” como obstaculo epistemolégico do conhecimento

matematico.

1.4.1 O conflito da generalizagédo e a experiéncia primeira

O espirito cientifico deve formar-se contra a Natureza, contra o que &,
em nés e fora de nés, o impulso e a informacéo da Natureza, contra o
arrebatamento natural, contra o fato colorido e corriqueiro.
(BACHELARD, 2011, p. 29).

A visualizagdo possibilita, através da acdao empreendida, “dar forma” a
determinados conceitos. Quando tratamos, por exemplo, da geometria de Euclides,
os postulados sdo construidos, sdo vistos, podendo ser desvelados. Mas quando
tratamos da geometria esférica, como essas capacidades podem se manifestar?
Podemos generalizar as propriedades do circulo para a esfera? Ou melhor, para o
plano projetivo que € a esfera onde sdo identificados pontos antipodas?

A discussdo nesse momento se desencadeia pela generalizacdo, e mais, a
chamada “imagem generalizada”. Até que ponto podemos usar uma imagem para
explicar conceitos matematicos? Por exemplo, considerar uma regido plana em R?
como a imagem de um paralelogramo pode criar certas generalidades que
dificultardo o desenvolvimento de novas capacidades e conhecimentos.

A apreciacao pelo simples faz com que consideremos especificidades validas
para uma determinada situacdo particular, serem generalizadas. E o que pode
acontecer com a imagem, por que procurar outras formas de visualizar determinados
conceitos, se ja colocamos uma forma que vale para tudo? Como aponta Bachelard,
“Por que ir procurar mais longe? Porque nao pensar seguindo esse tema geral? Por
gue nao generalizar o que é claro e simples?” (1996, p.98). Somos facilmente

tomados pela beleza do simples, do que ja estd subentendido, explicado.
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Possivelmente esse pensamento € 0 que leva a inércia e estagnacado, a um ser nao
pensante, que ndo questiona, que nao pesquisa, movido pelo senso comum.

O exemplo apontado por Bachelard pode ser dado pelo conceito de “circulo”
na geometria dos chamados ‘espagos métricos’ (podemos nos restringir ao plano).
Nesses espagos a geometria € desenvolvida tomando como “distancia entre dois
pontos” uma férmula distinta da pitagorica, que € dada por

d((x, y), (z, W) = [(x— 2" + (y - w)*]*2.
Por exemplo, a distancia chamada ‘soma’ € dada por:

dix,y), 2, w) = Ix-z| + ly-wl.
Para essa nocdo de distancia, a imagem grafica do circulo correspondente, como
sendo o lugar geométrico dos pontos que estdo a uma “distédncia” do centro igual a
um raio dado, tem o formato “real” de um quadrado, no entanto suas qualidades
tedricas sdo as de um circulo, por exemplo, o ser “redondo”, 0 que exige uma forma

abstrata de visualiza-lo, uma visualiza¢do de segunda ordem.

-1

Figura 4: "Circulo” de centro a origem na
geometria da “distancia da soma”

O obstaculo aqui discutido € o da generalizacdo, o da imagem primeira
tomada como geral. Somos seres carregados de pré concepc¢des, de conhecimentos
acumulados durante a vida, por isso é importante que um conceito inicial seja
refletido, investigado, para que assim possa devidamente ser construido e/ou
reconstruido e interiorizado por quem o pensa. Porém, para essa cultura de
pensamento seja estimulada, alguns obstaculos terdo de ser destituidos. “... ndo se
trata, portanto, de adquirir uma cultura experimental, mas sim de mudar de cultura
experimental, de derrubar obstaculos sedimentados pela vida cotidiana”
(BACHELARD, 2011, p. 23).
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A visualizacdo, o uso de imagens pode contribuir no processo de ensino e
aprendizagem, desde que n&o substituam o pensamento abstrato. Ou seja, 0 uSO
ingénuo de imagens pode ocasionar distor¢gbes conceituais, substituindo o sentido
abstrato por analogias que n&o condizem em sua totalidade. Conforme apresenta
Bachelard: “uma ciéncia que aceita as imagens é, mais do que qualquer outra,
vitima de metéaforas. Por isso, o espirito cientifico deve lutar sempre contra as
imagens, contra as analogias, contra as metaforas” (BACHELARD, 2011, p. 48).

Bachelard ndo se op0e ao uso das imagens, analogias no sentido geral, mas
se opde ao uso ingénuo dessas capacidades, que pode desencadear uma
desmotivacdo a busca por um conhecimento mais aprofundado, no momento em
que as metéaforas facilitam momentaneamente a compreenséo do real.

Do ponto de vista epistemoldgico, as imagens particulares serdo uteis ao
conhecimento matematico se elas possuirem “caracteristicas de generalidade” como

teriam os chamados exemplos genéricos.

1.4.2 O abstrato

Somente a abstracdo desobstrui o espirito, tornando-o mais leve e
mais dindmico. (BACHELARD, 2011, p. 8)

Mas, por que dar tanta relevancia ao abstrato, uma vez que ele pode
apresentar uma complexidade na interpretacdo e entendimento de alguns conceitos
matematicos? Para tentar responder a essa interrogacao faz-se necessario pensar a
visualizacdo como algo que ndo somente € posto ao olhos, mas que envolva, além
dos sentidos, capacidades como imaginacdo, intuicdo, como o exemplo anterior
mostra. A acdo de olhar pode ndo abranger a estrutura intima, negligenciando-se a
interpretacdo, o pensar, o perceber e o aprofundar.

A visdo pode trazer um mundo de descobertas, conflitos e interrogacoes,
seria mais do que o “olhar instantaneo”, pois esse olhar é estatico, ndo abarca tudo
gue levou a constituicdo da imagem, visualizar implicaria talvez em buscar por
compreensdes e sinteses. Quando a visualizacdo é entendida somente como algo
que é “visto”, pode acontecer uma extensdo abusiva das imagens, caminhando

assim para a generalizacéo errénea.
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A abstracdo pode estimular a ir além da aparéncia, buscar na esséncia. O
pensamento abstrato ndo engloba o mundo real e sim o mundo construido pela
mente. Palavras chave desse processo sdo: raciocinio, imaginar, pensar,
demonstrar, deduzir. Um exemplo é o conceito de infinito, nés ndo o vemos, mas
podemos criar um modelo mental para ele, assim como fazemos com a quarta
dimensao, com as “retas” esféricas e outros conhecimentos da matematica abstrata.
Por isso, essa atividade mental pode desenvolver habilidades de abstrair as
propriedades dos objetos mesmo sem té-los diante os olhos. Sobre a abstracéo,
Bachelard afirma:

(...) nos propomos a mostrar este destino grandioso do pensamento
cientifico abstrato. Para isso devemos provar que pensamento abstrato ndo
€ sinbnimo de ma consciéncia cientifica, como a acusacéo trivial parece
dizer. Deveremos provar que a abstracdo desembaraca o espirito, que ela o
alivia e que ela o dinamiza. Proporcionaremos essas provas estudando
mais particularmente as dificuldades das abstragfes corretas, assinalando
as insuficiéncias dos primeiros intentos, o peso dos primeiros esquemas, ao
mesmo tempo que destacamos o carater discursivo da coeréncia abstrata e
essencial que nunca logra seu objetivo da primeira vez. E para mostrar
melhor que o processo de abstracdo ndo € uniforme, ndo titubearemos em
empregar as vezes um tom polémico, insistindo sobre o carater de
obstaculo que apresenta a experiéncia, estimada concreta e real, estimada
natural e imediata. (BACHELARD, 2011, p. 8-9).

Tentando responder a pergunta colocada no inicio dessa secao, podemos
pensar na abstracdo como o meio, e ndo o fim, ou seja, nossa base de pensamento
se inicia por uma concretude bruta (sem muitas relacdes, teorias), entdo a abstracéo
vem como mediacao para que cheguemos numa “concretude pensada”, elaborada.

Na abordagem de abstracdo tratada por Bachelard, o pensamento desperta
do concreto que por sua vez esta atrelado a informacédo geométrica, e depois parte
para o concreto passivel de um grau de abstracdo. Para isso, o autor elabora o
conceito de “geometrizagcao”, que esta “a meio caminho entre o concreto e o
abstrato” (2011, p.7). “Como representacdo figurativa da realidade, a geometria
expbe os graus de abstracdo, partindo do visivel (figuras) para o invisivel e
apreensivel apenas pelo raciocinio formal” (COSTA, 2012, p. 2).

Para problematizar a insuficiéncia do concreto para a formulacao de teorias,
Bachelard usa o conceito de ‘espag¢o’ no contexto da fisica. “Sente-se pouco a pouco
a necessidade de trabalhar sob o espaco, no nivel das relagcdes essenciais que

sustenta tanto o espaco quanto os fenébmenos” (2011, p. 7), e mais, “para aprender o
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real, € preciso ter coragem de coloca-lo no seu ponto de oscilagdo, no qual mesclam
o espirito de refinamento e o espirito geométrico” (2004, p.14).

Portanto, a abstracdo n&o trata de um processo linear, em que vai do
concreto ao abstrato, mas trata de uma capacidade que permite dar movimento ao
pensamento, renunciando ao conhecimento estéatico, primitivo® e ingénuo.

Analisamos assim a questdo da “verdade” na ciéncia, o uso ingénuo das
imagens, a questdo da generalizacdo assim como o conceito de abstrato. No

préximo item, faremos um estudo sobre a “cientificidade da visualizagao”.

1.5 Qual a cientificidade da visualizagao?

Duvidar de tudo, ou acreditar em tudo s&o duas solugBes igualmente
cOmodas: uma e outra nos dispensam de refletir. (Poincaré, 1988, p. 15).

Ao iniciarmos a busca por textos, referéncias que abordassem de algum
modo a ideia da cientificidade da visualizagdo, encontramos inicialmente o termo
‘visualizagao cientifica’. Pesquisas como a dissertagdo de Buriol (2006) apresentam
0 conceito de visualizacdo cientifica como uma espécie de visualizacédo voltada para
a area computacional, que consiste na transformacdo de dados, estaticos ou
dinamicos, em representacdes que refletem a informacdo contida nos mesmos de
forma eficiente e precisa. Essa visualizacdo é muito utilizada na medicina, com 0s
exames de ressonancia magnética e na biologia com a visualizacdo de proteinas

entre outros campos. Segundo Buriol:

Visualizacdo Cientifica (VC) é a éarea da computacdo dedicada a
visualizacdo de dados fisicos, ou cientificos, geralmente provenientes de
medicbes ou simulacbes numéricas, fazendo uso de Processamento de
Imagens (PI) e Computacao Grafica (CG). Algumas técnicas de VC, cujos
primeiros registros datam do século Xll, sdo utilizadas até os dias de hoje,
para visualizacdo de grandes conjuntos de dados complexos, e séo
implementadas em muitas ferramentas computacionais para VC disponiveis
atualmente. (BURIOL 2006, p. 9).

° Primitivo aqui entende-se por primeiro, por um modo de conceber desprovido de argumentacao
solida, rudimentar.
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Por mais interessantes que sejam as caracteristicas e a utilizacdo da
visualizacao cientifica, ela ndo se relaciona com o nosso tépico de discussao, pois
essa visualizacdo se encarrega de traduzir dados numéricos em figuras, em
imagens e o que pretendemos vai além disso: entender a visualizagdo como um
forma de interpretar, como o que foi discutido no capitulo 2, sobre a visualizacao
algoritmica, geométrica e contextualizada.

Podemos pensar na visualizacdo cientifica como visualizagdo da informacéo,
entendida como aquilo que pode ser codificado ou quantificado, enquanto que a
visualizacdo que nos interessa envolve um conhecimento mais qualitativo que
guantitativo.

Quando pensamos na palavra ‘cientificidade’ e na palavra ‘visualizagao’,
parece que ambas néo se afinam, posto que a visualizacdo ndo apresenta
determinadas prerrogativas para ser declarada como método cientifico. Mas quais
s&o0 os critérios exigidos para que uma teoria, um meétodo seja de fato, considerado
cientifico?

Para os realistas cientificos, as teorias aceitas como cientificas deveriam estar

relacionadas com a verdade e principalmente com o que pode ser visto, com o real.

..... uma teoria € empiricamente adequada porque ela é verdadeira. E se ndo
acreditamos que em determinado campo de investigacdo nosso
conhecimento tenha avancado o suficiente para que tenhamos atingido a
verdade, entdo dizemos que a teoria € empiricamente adequada porque ela
€ pelo menos aproximadamente verdadeira. (DUTRA, 1998 p. 16).

Mas o proprio conceito do real é problematico, pois depende de
pressupostos cognitivos e epistemoldgicos de quem o interpreta, ou seja, 0 que é
real para um, pode ndo o ser para outro. Como a afirmacédo que Meneguetti (2010)

faz em relacdo ao que Platdo considerava por real:

Platdo (427-347 a.C) acreditava que a diversidade e mutabilidade das
coisas ndo permitiam alcangar uma verdade fixa, necesséria e permanente,
como exige o conhecimento cientifico (episteme). As coisas fluem, sao e
ndo sdo, por isso possuem caracteristicas definidas estaveis, devido a
diversidade de opinides entre os homens. Esse mundo mutavel é um mundo
de meras aparéncias, de sombra, que esconde o homem no relativismo (se
as coisas sdo e nado sao, nada é verdade ou falso em si mesmo).
(MENEGUETTI, 2010 p.23).
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Filosofos como Descartes, Bacon, Popper, Kuhn, se ocuparam dos
problemas epistemoldgicos da ciéncia, identificando contradigfes, novos problemas,
novas teorias. Como por exemplo o realismo de Descartes, em que nao existe
divergéncia entre o pensamento de quem pensa e a realidade. A cientificidade
discutida por esse fil6sofo contestava o empirismo, essencialmente a experiéncia
como forma de chegar a comprovacdo de uma verdade, caracterizando a
experiéncia como uma qualidade secundaria, ou seja irreal, assim como a

imaginagao e o sentido.

Para passar da minha existéncia, dos meus pensamentos, para outras
existéncias, isto é, para se chegar a realidade, Descartes objetiva fazé-lo
reduzindo os pensamentos confusos e obscuros a pensamentos claros e
distintos. O mundo sensivel, por exemplo, compde-se de pensamentos
obscuros e confusos que dédo vulto e margem a dlvida. Mas eu posso
analisar a obscuridade e a confusdo desses pensamentos e decompd-los
nos seus elementos. As vivéncias da psicologia, que chamamos de
sentimentos, paixdes, emocdes, ou seja, toda a vida sentimental, tudo o que
existe em nossa alma, que ndo seja puro pensar, € para Descartes, também
pensar, porém um pensar confuso, um pensar obscuro. Sua ideia consiste
em eliminar do universo a qualidade e ndo deixar mais do que a quantidade.
(MENEGUETTI, 2010 p. 43).

Ja os antirrealistas defendem a adequacdo empirica’® como aceitacdo de
uma teoria, e ndo sua verdade (aproximada). N&o obstante a aceitacdo da teoria,
devemos pensar também na confirmacédo da teoria. Segundo os empiristas légicos,
uma teoria pode ser verificada pela experiéncia. Porém a experiéncia confirmada
hoje, pode ndo ser confirmada no futuro. E mais, uma lei pode carecer de novas
hipbteses, ou ser substituida por uma outra lei superior.

Nesse sentido as discussdes de Thomas Khun e de Paul Feyerabend,
mostram-nos que a aceitacdo de uma teoria vai muito além de verificar se ela se

aproxima da verdade ou se faz um retrato fidedigno do mundo.

Se queremos alcancar um conhecimento cientifico para além do
experimentalismo restrito, e obter um conhecimento mais alargado,
compreensivo e explicativo, teremos que entrar em consideracdo dos
contextos sociais e psicoldgicos, e com descricdes, analises e formas de
interpretagdo que vao muito para além de metodologia cientifica que tem
sido usada nas ciéncias da natureza. (BOAVIDA et al, 2006, p. 56).

1% A crenca de que a teoria salva os fendmenos ou descreve corretamente o que é observavel.
(DUTRA, 1998, p. 94)
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Muitos problemas dessa magnitude foram discutidos e ainda sao discutidos
até os dias de hoje, em busca de um conhecimento seguro, constante e universal. O
conhecimento cientifico ocupa-se de significados, universalidade, objetividade,
racionalidade, enfim, em busca da verdade. Mas como podemos entéo, falar sobre a
cientificidade da visualizagcdo no campo da matematica, sendo que ela escapa de
uma racionalidade cientifica?

Primeiramente € importante distinguimos alguns conceitos, como o0 da
experiéncia na ciéncia para a experiéncia na matematica. Ou seja, a experiéncia na
ciéncia é diferente da experiéncia matematica, esta Ultima se da pela imaginacéo,
pela intuicdo, pela visualizacdo, como forma de dar realidade a matematica.
Segundo Cifuentes e Negrelli (2007), “A experiéncia matematica visa desvelar a
estrutura intima do objeto matematico e seu modo de geracdo, através da
manipulacdo de suas representacdes, e necessita da intuicdo matematica para sua
realizacao” (p. 76).

Os matematicos ndo estudam os objetos, mas as relacdes entre os objetos;
portanto, Ihes é diferente substituir esses objetos por outros, desde que as

relagdes ndo mudem. A matéria ndo lhes importa, mas, unicamente, a
forma. (POINCARE 1988, p. 34).

Mesmo diferenciando conceitualmente a experiéncia matematica para a
cientifica, é importante analisarmos que a ciéncia faz o uso do rigor matematico para

algumas de suas comprovacdes. Como salienta Mocrosky e Bicudo (2013)

Ainda no século XVII, Descartes solidificou um pensar cientifico e filoséfico,
ancorado na tese de que o conhecimento produzido anteriormente a era
moderna ndo se prestava a ciéncia. Entendeu ser preciso mais rigor nos
métodos para legitimar as descobertas, utilizando-se de processo analitico
que tornasse preciso o que esta na mente (res-cogitans) e na matéria (res-
extensa) (MOCROSKY e BICUDO, 2013 p. 409).

Podemos iniciar nossa reflexdo sobre a cientificidade da visualizacédo
analisando o ato, a acdo de ver, visualizar, constituinte da geometria de Euclides
como prototipo de visualizacdo em matematica. Na geometria de Euclides,
utilizavam-se os processos de construcdo em que a visualizacdo era tida como
comprovacdo, no qual a enunciacdo dos postulados ja apresentava a ideia de
construcdo, tracado. Ai nos deparamos com 0 surgimento das geometrias nao-

euclidianas, que colocava em crise o0 proprio conceito de ‘evidéncia’. Na geometria
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euclidiana o espaco em que 0s objetos existem é o real, o espaco observavel, onde
0S entes geométricos e as relagbes se concretizam. Porém, nas geometrias nao-
euclidianas, os objetos geométricos, assim como suas relacdes e estruturas, se
concretizam nos chamados espacos artificiais, criados para que possamos ver 0S
objetos e seus fendbmenos. Desta maneira surge o0 questionamento: qual das
geometrias € a verdadeira?

Segundo Poincaré essa pergunta ndo tem nenhum sentido, como o préprio
autor menciona, nenhuma geometria pode ser mais verdadeira que a outra, 0 que
pode acontecer € uma ser mais “cOmoda” que a outra. A geometria euclidiana sera a
mais comoda pela sua simplicidade, pela sua possibilidade de experimentacéo e
mais:

Porque estd bem de acordo com as propriedades dos sélidos naturais, que
tém caracteristicas semelhantes as de nosso olho e de nossos membros e

com 0s quais construimos nossos instrumentos de medida. (POINCARE,
1988, p. 54).

Nas geometrias ndo-euclidianas, da-se inicio a um processo de discusséo
tedrica com enfoques axiomatico e analitico. Porém, mesmo que incorporada na
teoria, a visualizacdo se faz presente, ndo mais evidente, mas imaginavel, como
forma de pensar a matematica. Surgem assim 0s espacos artificiais, os modelos
matematicos, como realizagbes da teoria sendo “reais” o quanto possivel. “Um
modelo ndo é uma copia do real, é uma realidade diferente que se comporta como o
real” (CIFUENTES, 2003 p. 70). Boavida aponta, entdo, esse desligamento entre o

enfoque logico das geometrias ndo-euclidianas e seu enfoque realista:

O que implicava saber que critério adotar: 0 da evidéncia assente nas
intuicbes sensiveis, como era tradicdo, ou o critério de verdade e do rigor
das deducbes uma vez que as fontes sensiveis se revelavam
problematicas? (...) A geometria deixa para segundo plano o problema da
origem empirica dos seus axiomas, para valorizar o rigor légico da sua
construgéo a partir dos axiomas adotados. (BOAVIDA, et al, 200, p. 52).

Notemos entdo que no enredo de toda essa discussdo, fizemos uma
abordagem sobre a problemética do conceito do real e da verdade na ciéncia, a
distincdo da experiéncia cientifica para a experiéncia matematica, a passagem dos
processos de construcdo da geometria euclidiana para as geometrias nao-

euclidianas. Portanto, quando tratamos da cientificidade da visualizagao abrimos um
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solo de muitas interpretagdes e questionamentos. Primeiramente porque a palavra
cientificidade nos remete a método para abordar a forma e a experiéncia. Pensamos
na possibilidade de existir, ou ndo, um método para visualizarmos relacdes
matematicas, ou até mesmo, questionamos se 0 modo de ver pode passar por um
sistema de reproducgéo.

Vamos entdo dar mais énfase a essa nossa reflexdo: a visualizacdo é uma
espécie de concretizagdo, no que se refere a concretizar o abstrato, aquilo que pode
ser terminado, concluido, enfim, visualizado. Como por exemplo, concretizar 0s
nameros complexos na sua forma geométrica, ou mesmo aceitar o infinito em ato
dando-lhe concretude, visualizando-o através do conceito de ‘cardinalidade’.
Podemos entéo, refletir sobre a cientificidade da concretizagéo.

Pode existir uma forma, um método pelo qual concretizemos algum conceito
matematico, e mais, que essa concretizacdo possa ser reproduzida. Como por
exemplo, 0s numeros reais € um sistema algébrico de numeros, mas quando 0s
colocamos na reta real, viram pontos, sendo assim uma interpretacdo geomeétrica,
ou seja, podemos descobrir as propriedades dos numeros reais através de suas
propriedades geométricas.

Na matematica ndo existe uma unica forma de concretizar algum conceito
matematico, como por exemplo, ao ensinar poténcias utilizando-se do conceito de
area, ou até mesmo recorrendo-se ao uso dos fractais. Mas o que vale destacar é a
possibilidade de reproduzir essa concretizacdo, que se da a partir do momento em
gue ensinamos aos alunos formas de se atingir o conhecimento ndo apenas pelas
vias algoritmicas, mas também geométricas, intuitivas. Uma base e um expoente,
um conjunto de propriedades de poténcias podem ndo fomentar o conhecimento
sobre esse conceito, mas sim a sua concretizacdo, ou seja, sua passagem do
abstrato para o concreto.

Quando pretendemos tratar da cientificidade da visualizacdo, ou da
concretizacdo como chamamos acima, devemos pensar até que ponto a
visualizacdo admite um método cientifico para seu processo, até que ponto pode ser
objetiva. E possivel tornar certos processos de visualizacdo objetivos? Por objetivo,
podemos considerar aquilo que € ou se tornara idéntico, comum a todos. Um
exemplo é a construcao dos espacos artificiais para as geometrias ndo-euclidianas.
Quando criamos um espaco para a geometria abstrata, criamos a possibilidade de

concretizar os objetos da geometria, ou seja, estamos concretizando coisas
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abstratas, tornando-as objetos geométricos. Porém, tal processo de concretizacéo
pode n&o ser totalmente objetivo, pois uma vez que criamos o instrumento de
visualizacdo podemos uséa-lo de tal maneira que encontraremos alguma propriedade
do objeto que outra pessoa ainda ndo viu, mas se mostrarmos a essa pessoa como
chegar la ela também vai ver, ou pode até mesmo encontrar outras propriedades
através da mesma ferramenta. Isso significa que a visualizagdo ndo é um
mecanismo unico.

Quando temos um objeto e damos diferentes intepretacdes a ele, estamos
tratando-o de forma subjetiva. Na questdo da subjetividade, nos referimos a um
objeto passivo de interpretacdo pessoal, interpretacéo essa que criamos a fim de dar
sentido a algo, no caso da matematica podemos mencionar a predicdo de

~ . 1 1 ~ . ~
sequéncias. Por exemplo, {1,5, 5} 0s quatro termos dessa sequéncia sdo

“« . . » . . . ~ 1
suficientes” para predizermos que ela segue a seguinte lei de formacédo: —. Mas
217.

agora analisemos outra sequéncia: {3,5,7 ...}, neste caso, com esses trés termos é
possivel predizer que a sequéncia segue a lei de formacédo: 2n + 1, porém podemos
também dizer que segue a lei de formacdo de numeros primos. Desta forma,
podemos ter dois objetos diferentes, que dependem da interpretacdo que damos as
sequéncias citadas.

Existem também os casos em que damos diversos sentidos a um mesmo
objeto, e quando fazemos isso estamos buscando formas de visualizar esse objeto,
entdo dar sentido € outra forma de visualizar. Como o exemplo mencionado por
Cifuentes (2010):

Na matemética pensada como ciéncia abstrata, o conceito de derivada, por
exemplo, tem um significado dado, dentre outros, através de sua definicao
como um limite. Mas interpretar ela como o coeficiente angular da reta
tangente, ou como uma velocidade ou ainda como uma taxa de
crescimento, é dar sentidos diferentes ao mesmo conceito: um sentido
geométrico no primeiro caso, um sentido fisico no segundo, e um sentido
talvez econémico ou bioldgico no terceiro. (p. 18, grifo nosso).

by

Ou seja, quando tratamos da derivada em relacdo a velocidade, estamos
dando um sentido dentro de um ambiente fisico, a derivada “cobra a vida” em um
ambiente fisico manifestando-se como velocidade, da mesma forma que “cobra a
vida” em um ambiente geométrico manifestando-se como a inclinagdo de uma

tangente.
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Se na matematica € possivel concretizar, assim como também é possivel dar
diferentes sentidos para um mesmo objeto, de que forma podemos sustentar sua
exatiddo? Pois ao atribuirmos diferentes sentidos, significa que nem sempre ao
estudarmos a matematica chegamos a um consenso, ela esta “aberta” para

interpretacdes e esse fato pode nos levar a pensar na sua incompletude.

Como o ideal do conhecimento cientifico € a objetividade, o problema de
confiabilidade do conhecimento resultante de uma abordagem qualitativa é
colocado. Mas a objetividade da ciéncia ndo significa sua verdade, mas sim
sua possibilidade de critica e teste, deve ser possivel repetir as condicdes
de um fendmeno para re-estuda-lo. (CIFUENTES 2010, p. 21).

A exatiddo matemética torna-a objetiva, ja a sua “liberdade” de compreensoes
a torna subjetiva, mas a matematica s6 avanca quando ela é criada e recriada,
‘rompendo barreiras com as aparéncias, projetando o olhar para além do
perceptivel” (Mocrosky e Bicudo, 2013, p. 406).

Nesse sentido, ao realcarmos as caracteristicas objetiva e subjetiva da
matematica, um cuidado deve ser tomado, o de querer estabelecer o certo e 0
errado, quando no real nenhuma se sobressai em relagdo a outra, essas
caracteristicas se completam, é necessario a objetividade assim como € inevitavel a
subjetividade. Como aponta Cifuentes (2010), “a objetivacéo do infinito em ato € que
fez possivel o desenvolvimento da matematica posterior a Cantor, constituindo-se
num dos grandes principios epistemologicos em que se baseia a matematica atual”
(CIFUENTES, 2010, p. 16).

Uma caracteristica que pode elucidar nossa discusséo sobre o tornar objeto e
0 sentido € a concepc¢ao do conhecimento qualitativo, baseada na ideia da atividade
interrogante do conhecimento. No sentido quantitativo, que se declina ao obijeto,
existem as perguntas e uma resposta tomada como “verdadeira” e unica, porém, na
analise qualitativa, que se aproxima ao subjetivo, existem para além das perguntas,
hipéteses, novas ideias, imaginacdes, interpretacdes e uma abordagem critica,
buscando sentido aos discursos. Ou seja, o foco ndo € a explicacdo, e sim a
interpretacdo, levando em consideracdo os juizos ou argumentos estéticos.'! De

acordo com Cifuentes (2010) “os estudos qualitativo-interpretativos na matematica

! Os juizos estéticos fazem parte do conhecimento que provém da nossa sensibilidade abstrata para
sua compreensédo. (CIFUENTES 2010, p. 20).
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poderdo contribuir a produzir teorias confirmveis e confidveis, mudando o
paradigma da cientificidade da matematica”.

Retomando nosso questionamento inicial desse capitulo: Qual a cientificidade
da visualizacdo? Concluimos que ndo existe uma resposta Unica e verdadeira para
essa pergunta, pois a visualizacdo, como discutida nesse capitulo, esta atrelada a
configuracdo de um espacgo para a experiéncia matematica cujo acesso depende
das capacidades de intuicdo e imaginacéo de cada pessoa. Um modo de ver pode
ser reproduzido, mas isso ndo garante que mesmo existindo um método “universal”
para se visualizar um fenémeno, a liberdade de interpretacéo (esta conduzida pela
intuicAo e imaginagdo) ndo contribua para chegarmos a diferentes concepcdes
desse fendmeno.

No proximo capitulo, no intuito de compreender as implicagbes da geometria
no processo de visualizagéo, faremos um estudo do desenvolvimento histérico da
geometria, no sentido de evolucdo, de como os apelos construtivos foram dando

sentido a esse processo de visualizagao.
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2. GEOMETRIA

2.1 A Visualizagdo na Evolugéao da Geometria

O tema ‘evolugédo da geometria’ nos permite percorrer varios caminhos, o da
histéria desde as civilizagbes antigas, analisando como se fez 0 uso da geometria
até os dias de hoje. Podemos estudar a evolucdo de um determinado conceito
geométrico, como por exemplo o conceito de paralelismo. Enfim, o estudo da
geometria, ainda mais em seu enfoque histérico, perfaz um cenério de muitas
possibilidades.

O sentido dado para o desenvolvimento histérico da geometria a ser discutido
nesse capitulo, nos remete a evolugdo, ou seja, como possiveis modificacdes
conceituais e construtivas envolvendo a visualizagéo e as concretizagdes foram se
desenvolvendo ao longo dos anos. O caminho que vamos percorrer para compor
esse capitulo se inicia nos fundamentos da geometria como feita por Euclides, em
gue os apelos construtivos eram considerados legitimos nas argumentacdes.
Sequencialmente analisaremos de que forma se deu o nascimento da Geometria
Analitica, em que as intuicbes geométricas euclidianas sao traduzidas em intuicdes
aritméticas.

O primeiro entendimento da geometria como concretizacao veio da nocao de
espaco, o que o proprio nome ‘geometria’ etimologicamente traduz: medida da terra.
O espaco que tratamos aqui € o lugar onde as coisas acontecem e mais, onde 0s
objetos matematicos se movimentam, se transformam. De acordo com Cifuentes
(2012)

Os objetos matematicos existem como “objetos-coisas”, eles tém uma
“substancia” (Ex: as figuras geométricas sdo objetos num certo “espago”, o
espaco pré-existe aos objetos, os ndmeros sdo objetos que referem a
alguma “medida”, que expressam alguma extensdo). (CIFUENTES, 2012, p.
5).

O contexto historico que traduz o inicio da utilizacdo da geometria é apreciado

por Leonard Mlodinow, no Livro A Janela de Euclides.

A cobranca de imposto foi, talvez, o primeiro imperativo para o
desenvolvimento da geometria, pois embora teoricamente o farad possuisse
todas as terras e bens, na realidade os templos e até individuos em
particular possuiam imdveis. O governo determinava os impostos da terra
baseado na altura da enchente do ano e na area de superficie das
propriedades. Os que se recusavam a pagar podiam ser espancados no
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local pelos guardas, até se submeterem. Pedir empréstimo era possivel,
mas a taxa de juros era baseada numa filosofia do “sejamos praticos”: 100%
ao ano. Como muita coisa estava em jogo, 0s egipcios desenvolveram
métodos bastante confiaveis, embora tortuosos, para calcular a area de um
guadrado, de um retangulo e de um trapezoide. Para achar a area de um
circulo, eles consideravam semelhante a um quadrado com lados iguais a
8/9 de diametro. Isto é equivalente a usar para pi um valor de 256/81, ou
3,16, uma estimativa alta, mas com o erro de apenas 0,6%.. (MLODINOW,
2010, p.19).

Com isso, percebe-se que o simbolo, o nimero até entdo nédo tinha sido
adotado, o que se utilizava eram as medidas, propor¢cdes de tamanho, a geometria.
Os poucos registros datados desse periodo, mostram que a preocupacao das
civilizagBes egipcia e babilénica era resolver o problema inerente ao cotidiano, seja
0 imposto, o célculo da &area de um terreno, etc. Mesmo desvendando teoremas
importantes, como a propor¢cdo dos lados do triangulo retangulo, culminando no
Teorema de Pitagoras, ndo questionavam o ‘porque’ da relagdo, ou como poderiam
aplica-la em outra area do conhecimento, assim como estuda-la com o objetivo de

expandi-la. De acordo com a analogia feita por Mlodinow:

Eles eram mais parecidos com os bidlogos de campo classicos,
catalogando pacientemente as espécies, do que com geneticistas modernos
que procuravam ganhar uma compreensdo de como O organismo se
desenvolve e funciona. (MLODINOW, 2010, p. 22).

Um dos grandes responsaveis pela sistematizacdo da geometria foi Tales de
Mileto'?, que foi em busca de explicacdes para os fendmenos que aconteciam, néo
aceitava justificativas pautadas em puras observacbes, mas sim pautadas no
raciocinio, em regras. “Ele foi o primeiro a demonstrar os teoremas geométricos do
tipo que, séculos mais tarde, Euclides juntaria nos seus Elementos” (MLODINOW,
2010, p. 25).

O primeiro exemplo de fenbmeno fisico descrito em termos matematicos foi
apresentado por Pitagoras, precursor de Euclides, ao verificar a relacdo entre o

comprimento de uma corda vibrante e a altura da nota musical que ela produz.

Para Pitagoras, muito daquilo que a matemética tinha de intrigante veio dos
muitos padrbes numéricos que ele e seus seguidores descobriram. Os
pitagéricos imaginaram 0s numeros inteiros como pedrinhas ou pontos,
dispondo-as em certos padrdes geométricos. Descobriram que alguns

! Tales de Mileto comerciante grego que virou filésofo ha pouco mais de 2500 anos. Foi ele quem
preparou o cendrio para as grandes descobertas dos pitagdricos e, por fim, para os Elementos de
Euclides. (MLODINOW, p. 23, 2010).
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nimeros podem ser formados arrumando as pedrinhas igualmente
espacadas em duas colunas de dois, trés colunas de trés, e assim por
diante, de modo que a disposicdo formasse um quadrado (...) Eles
descobriram que outros ndameros podiam ser formados dispondo as
pedrinhas em colunas de um, dois, trés, e assim por diante, formando
tridngulos: 3, 6, 10 etc. (MLODINOW, p. 30, 2010).

Desse momento em diante, as propriedades geométricas até entdo
conhecidas, comecam a ser representadas por numeros tanto que o lema da escola
pitagérica era: tudo € numero. “Se nao fosse pelo numero e pela sua natureza, nada
do que existe seria claro para ninguém” (MLODINOW, p.34, 2010). Ou seja, a ideia a
linguagem, de se comunicar’® a geometria consequentemente a matematica,
comecava a nascer. Segundo Cifuentes (2003), para os pitagoéricos, a esséncia do
universo € o numero, e o0 método para o estudo do nimero é geométrico.

Em questao a discussdo em torno ao que se utilizou primeiro 0 nimero, como
contagem, ou a geometria, como medida, ndo é possivel chegarmos a uma
conclusdo, o que sabemos é que antes dos gregos existiam 0s conceitos
geometricos e aritmeéticos e em todos 0s casos a teoria e a pratica. Na pratica os
nameros serviam para contagem e na teoria havia a preocupacédo para fundamentar
0 conceito de numero (Pitdgoras). Nao se sabe ao certo o que veio primeiro, mas 0s
numeros eram geometricamente entendidos, por exemplo, alguns nimeros inteiros
eram conhecidos por sua forma pentagonal. Os nUmeros reais ndo eram vistos
como nameros, mas como segmentos. A algebra geométrica surgiu para lidar com
segmentos e ndo inicialmente com nameros.

Em entendimento da necessidade de se comunicar a matematica, Euclides
organizou todo o conhecimento matematico de sua época na obra Os Elementos™.
Essa obra €& constituida por treze livros (capitulos), que sistematizaram
conhecimentos de geometria, aritmética e algebra adquiridos ao longo do tempo,
desenvolvendo uma logica da demonstracdo e da construcdo como parte
estruturante do método chamado, a partir dele, de ‘axiomatico’, que por sua relagao

peculiar com a verdade matematica € denominado também de ‘material’ ou

¥ Comunicar é pér um modelo ou imagem mental no espitito do interlocutor. (CIFUENTES, 2003,
p.61).

4 Nao se trata exatamente de um livro, mas de 13 rolos de pergaminhos. A obra foi escrita por volta
de 300 a.C ao ser convidado a ser (o0 primeiro) professor de Matemética do Museu de Alexandria. O
museu criado por Ptolomeu |, um dos generais de Alexandre, tornou-se o maior centro académico da
época, superando a rival Academia de Platdo, em Atenas. (ANDRADE, p.2, 2007)
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‘concreto’. Para os gregos, fazer matematica n&do produzia conhecimentos,
significava caminhar na direcdo de verdades eternas, e somente por ela, a
matemaética, era possivel tal fagcanha (ANDRADE, 2007).

A ideia de demonstragdo que nasce com 0S gregos, em que a uma
propriedade pode ser consequéncia de outra, ndo é a mesma que entendemos hoje.
A ideia de demonstracéo esta ligada intimamente a deducéo e o processo dedutivo
tém a ver com o uso de uma légica rigorosa (no sentido de regras). Mas na época de
Euclides, os procedimentos demonstrativos ndo se "limitavam" aos dedutivos, eles
permitiam outros tipos de argumentagdes que nao eram dedutivos, por exemplo, as
argumentacg0des visuais. N&o ser de carater dedutivo, significa que sua verdade néo
estd estritamente estabelecida com rigor, sua verdade é sujeita a alguma
interpretagdo. O carater da demonstracdo em Euclides, além de ser l6gico era
também epistemoldgico, porque ambos conduzem ao conhecimento da matematica.

A geometria de Euclides é o estudo do espaco real, pré-determinado ou a
priori, em que a verdade dos fatos geométricos é estabelecida, segundo Cifuentes
(2013), mediante o confronto com essa realidade espacial, no caso dos postulados
do sistema, o que os torna verdades “evidentes”, e no caso dos teoremas, por
demonstracado légica e/ou construcdo geométrica, esta Ultima permitindo uma
“visualizagao/concretizagao”, nesse espaco, dos fatos que os teoremas expressam.
A geometria de Euclides €& de carater construtivo e os diversos teoremas
construtivos séo essencialmente teoremas de existéncia.

Desde os inicios da geometria, como ciéncia experimental, até fins do
século XIX, inclusive passando pelo desenvolvimento axiomatico-material
da geometria de Euclides, o aspecto visual, dado por meio de figuras e

construgbes geométricas, tem sido tdo importante quanto a demonstracao.
(CIFUENTES, 2003, p.70).

Podemos observar na propria enunciacdo dos postulados o aspecto
construtivo dessa geometria:

Postulado I: “Pode-se “tracar” uma reta de um ponto a outro”.

Postulado II: “Uma reta pode ser “prolongada” em ambos os sentidos quanto
se quiser”.

Postulado IlI: “Pode-se “tracar” um circulo com centro e raio (segmento)

dados”.
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Postulado IV: “Todos os angulos retos sao iguais entre si” (isto é, podem se
ajustar um ao outro de modo que coincidam).

Palavras como ‘tracar’, “prolongar”, ddo a conotacédo de que a geometria de
Euclides era de origem empirica, criada e formulada a partir da experiéncia que se
tinha em relacdo a plantacdo, medicdo, agricultura. O espirito de materialidade e
concretude ia ao encontro da verdade evidente, o que pode ser visualizado.
Conforme aponta Andrade (2007):

Sem esforco algum, percebe-se a origem empirica dos quatro primeiros
postulados, eles sdo descricdes simples e claras das técnicas utilizadas na
agrimensura antiga. Tais processos técnicos foram adotados como o0s
principios minimos para o desenvolvimento de uma teoria apropriadamente
denominada Geometria (...). (ANDRADE, p. 4, 2007).

Outra caracteristica que nos mostra a maneira de criar e desenvolver a
geometria grega € o0 procedimento de “superposicdo”, que tem o carater
experimental de estabelecer a igualdade entre as figuras, possibilitando a
movimentac&o delas no espaco real. O processo de superposicdo nao € puramente
I6gico-geomeétrico, € mais um processo extra geométrico de tipo experimental e
intuitivo (visualizacao). (CIFUENTES, 2003)

Por exemplo, o postulado IV citado acima: “Todos os angulos retos sao iguais
entre si” significa que, na geometria de Euclides, eles podem se ajustar um ao outro
de modo que coincidam, ou seja, até se tornarem iguais.

Assim como O processo de superposicdo, as técnicas de desenho
geométrico™ eram consideradas como método de raciocinio legitimo na geometria
grega e foram indispensaveis para dar visualidade para as construcdes,
constituindo-se num método de raciocinio visual “legitimo”, ndo sendo, entao,
apenas ferramentas de ilustracdo ou auxiliares na constituicdo da verdade.

Porém, o que era considerado legitimo era o processo de construcédo e ndo o
resultado da construcéo, isto €, a figura final. Nesse processo a figura vira um
representante ideal do resultado pretendido.

Desta forma, compreendemos que a visualizacdo, a construcdo e a
materialidade eram qualidades essenciais na geometria de Euclides. Porém, faz-se

importante distinguirmos o que denominamos por geometria euclidiana, da

!> A régua e o compasso sdo concretizacdes fisicas da reta finita e da circunferéncia , consideradas
pelos gregos como figuras basicas. (CIFUENTES, 2003, p. 65)
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geometria de Euclides. Esta ultima é a que nos referimos até o0 momento, que utiliza
da materialidade e do construtivo, porém, a ‘euclidiana’ na denominagdo de
Cifuentes (2013) é uma versdao mais moderna, em que o espaco real comeca a

anunciar a possibilidade de existéncia do espaco artificial.

A geometria que chamaremos de ‘euclidiana’ e, portanto, diferenciando-a da
de Euclides, é a versao que comecga a ser desenvolvida na modernidade a
partir do advento da geometria analitica no século XVII, criando um espago
artificial, o plano cartesiano, onde os objetos geométricos adquirirdo novos
significados. Esse enfoque analitico da geometria se consolidara no século
XIX com o desenvolvimento da teoria de grupos, especialmente dos grupos
de transformagdes que, através do conceito moderno de ‘isometria’
permitira um tratamento “mais rigoroso” e formal do processo de
superposi¢do euclidiano ... Esse tratamento analitico sera tomado como
modelo para as novas geometrias “planas” nao-euclidianas, fornecendo
para elas espacos de concretizacdo, a posteriori, de seus objetos e
procedimentos. (CIFUENTES, p. 2, 2013).

Em vista disso, destacamos a seguir a passagem da geometria de Euclides
para a geometria analitica. A associacdo de numeros a segmentos de reta foi o que
permitiu Descartes definir o que chamamos de reta numeérica, a base do sistema de
coordenadas da geometria analitica. Essa reta numérica passara a ser a reta real no

séc. XIX, no processo de aritmetizacdo da analise.

Na modernidade, a partir do século XVII, a geometria segue dois caminhos
paralelos, ainda o axiomatico, incorporando novos conceitos, por exemplo,
os de perspectiva que ja os artistas vinham utilizando, e o analitico,
desenvolvido primeiro por Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665) que
incorporam o uso de coordenadas, transformando assim a intuicdo
geométrica do espago fisico numa intuicdo numérica de um espaco
matematico “artificial”: o plano cartesiano. (CIFUENTES, 2013, p.5).

Enquanto que na geometria euclidiana estuda-se o espaco (plano) —real ou
fisico, 0 espaco da experiéncia e da intuicdo (pré existente = a priori), na geometria
analitica estuda-se o espaco matematico, cartesiano, baseado nos nameros reais
(pbs existente = a posterior). Porém, ndo € pelo fato de a geometria deixar de se
concretizar no espaco real que ela perde seu lado visual, na verdade, esse aspecto
visual ganha forma com o0s novos espacos, criados justamente para tornar visivel
essa geometria. Tais espacos sdo espacos de realizacdo ou concretizacdo da
geometria euclidiana, nesses espacgos se concretizam, de outra maneira, 0os objetos

geométricos, como ponto, reta, plano, angulo.
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Algumas diferenciagdes da geometria de Euclides para a geometria analitica

aparecem nas definicdes de ponto, reta, etc:

TABELA 2: COMPARATIVO ENTRE A GEOMETRIA DE EUCLIDES COM A GEOMETRIA ANALITICA

GEOMETRIA DE EUCLIDES GEOMETRIA ANALITICA
Plano euclidiano Plano cartesiano
Ponto geométrico Par ordenado
Reta geométrica Equacdo da reta
Outros objetos geomeétricos Novos significados

Outra questdo marcante dessa passagem para a geometria analitica é a
aceitacdo do infinito em ato'®. Na geometria de Euclides a reta era aceita como
infinita em poténcia'’ como consta no postulado Il sobre o prolongamento de
segmentos. Contudo, conforme aponta Clfuentes (2013), analisando o processo de
prolongamento no postulado V, “se duas retas sdo cortadas por outra formando
angulos de um mesmo lado com a soma menor que dois angulos retos, entéo, as
duas retas quando prolongadas suficientemente se encontram num ponto”, devemos
reparar que se exige a conclusdo ou término desse processo de prolongamento ao
anunciar a existéncia do ponto de intersecdo de certos pares de retas quando
“prolongadas suficientemente”. A grande discussao se dirige ao fato do infinito em
ato ser classificado como néo evidente e de dificil visualizacéo.

E ndo obstante, o processo de superposicdo também € questionado na
geometria analitica, posto que na geometria de Euclides o espaco bidimensional nédo
independe do tridimensional, como por exemplo a superposicédo de triangulos por
reflexdo, em que para verificar a igualdade precisamos tirar um dos triangulos fora
do plano, girad-lo e voltar a coloca-lo (CIFUENTES, 2003). Porém ja na geometria
analitica, o espaco bidimensional existe independente do tridimensional. Hilbert toma
0 conceito de “congruéncia de segmentos” como primitivo e define “superposicao”
(ou congruéncia de figuras) através de transformacdes rigidas. (CIFUENTES, 2003,
p.70)

18 Infinito em ato & o infinito acabado, terminado, apreendido em sua totalidade. Por exemplo, o
infinito do conjunto dos nimeros naturais pensados todos eles simultaneamente: {1, 2, 3, ...}.

" Infinito em poténcia é o infinito que pode ser continuado, estendido, aumentado, como por exemplo
o infinito dos nimeros naturais em sua génese indutiva.
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Portanto, o periodo de passagem da geometria de Euclides para a analitica
foi considerado como o de “crise da evidéncia’, em que o real deixa de ser o
primordial. De acordo com Cifuentes, esse periodo é marcado pela desvizualizacéo,
em que atinge seu apice com os processos de “rigorizagdo” da analise matematica e
a formalizacdo da geometria. Porém, como dito anteriormente, toda a desvinculacéo
dos aspectos reais e materiais ndo faz com que a visualizacdo seja esquecida, até
porqgue com processo de desvizualizagdo desconstruimos para reconstruir, tudo o

gue era evidente no espaco real, agora sera visivel nos espacos artificiais.

2.2 Implicacdes didaticas do processo de visualizacdo na geometria

No capitulo 1 verificamos que a visualizacdo esta atrelada a varios aspectos,
entre eles: intuitivo, cognitivo, experimental, porém, a atividade de dar forma ao
pensamento estd também muito presente na geometria, e € essa conexao entre
visualizacao e geometria que discutiremos nessa secao.

Segundo Dreyfus (1991, apud COUY e FROTA, 2007) “A visualizagdo € um
processo através do qual as representacbes mentais podem ganhar vida”. O
pensamento visual contribui para o desenvolvimento dos argumentos algébricos e
analiticos em sala de aula, aperfeicoando no aluno a capacidade de leitura e
interpretacdo das ideias matematicas, utilizando a geometria como meio para
representar conceitos e as relacbes matematicas. Como Cifuentes relata: “A
visualizacdo é uma forma de pensamento e, portanto, € possivel também
argumentar através dela” (2010, p. 25).

Quando procuramos entender determinados conceitos matematicos, muitas
vezes tentamos “enxergar o que acontece”, mesmo que de forma intuitiva. Esse
processo de “geometrizacdo”, consiste em estabelecer o elo entre a algebrizacéo e a
visualizacdo geométrica. Com base nisso, Lorenzato (1995) menciona em seu
artigo, que a geometria pode esclarecer situacbes abstratas, facilitando a
comunicacdo da ideia matematica, realizando uma verdadeira traducdo dos
conceitos para o estudante. Este mesmo autor menciona:

Einstein tinha o hébito de geometrizar suas ideias: dizia que facilitava a
comunicacdo delas e a evolucdo de seu pensamento; em 1921, ele
escreveu "Atribuo especial importancia a visdo que tenho da Geometria,

porque sem ela eu nao teria sido capaz de formular a teoria da relatividade”.
(LORENZATO, 1995, p. 6).
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Em conformidade, Alsina (1999, apud COSTA, 2000) esclarece a importancia
de trabalhar conceitos geométricos sob a perspectiva da intuicdo e da visualizagédo

em sala de aula:

N&o servem nem os elementos de Euclides, nem os tratados de Bourbaki,
nem os livros sabios de geometria métrica, nem os mais sofisticados livros
de algebra linear. O siléncio e o esquecimento menos servem. Fazer
geometria na sala de aula ndo é repetir a histéria. A geometria no ensino da
matematica deve ser a geometria Util para todos: o conhecimento
matematico do espaco. Uma geometria baseada na intuicdo e na
experimentacdo aconselhada pelo sentido comum; rica em temas de
representacao e interpretacédo; capaz de ordenar, classificar e mover figuras
planas e espaciais; audaz na combinacao de linguagens diversas (graficas,
analiticas e simbdlicas...); apoiada no rigor das definicdes e das deducbes
sobre factos relevantes; com técnicas diversas para medir, construir e
transformar, induzindo a compreensao do diadlogo plano-espaco; aberta a
interdisciplinaridade com as ciéncias e as artes, paradigma da modelizacdo
matematica; predicadora de aplicacbes assombrosas e relacGes
interessantes (...) esta € a geometria com a qual nés gostariamos de educar
todos. (ALSINA, 1999 apud COSTA, 2000, p. 158).

E importante salientar que a geometrizacdo ndo surge com o intuito de
eliminar a algebrizacdo dos conceitos matematicos, pelo contrario, a geometrizacéo
serve como alicerce para o desenvolvimento do pensamento matematico. Atiyah
(1982, apud PAVANELLO, 2004) afirma que ha a necessidade de cultivar e de
desenvolver tanto o pensamento visual, evidente na geometria, como o0 sequencial,
dominante na algebra, pois ambos sdo essenciais a educacdo matematica.
“‘Ressaltar o papel da geometria néo significa minimizar o da algebra” (PAVANELLO,
2004, p. 3).

Com a utilizacdo da geometria para a construcdo das habilidades visuais, 0s
estudantes podem desenvolver a autonomia de pensamento e raciocinio,
desvinculando-se daquele método pronto, tipico de reproducdo. De acordo com
Lorenzato (1995):

Sem estudar Geometria as pessoas ndao desenvolvem 0 pensar geométrico
ou o raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirdo
resolver situacdes de vida que forem geometrizadas; também n&o poderéo
utilizar da Geometria como fator altamente facilitador para a compreenséo e
resolugdo de questdes de outras areas do conhecimento humano. Sem
conhecer Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta, a
comunicacdo das ideias fica reduzida e a visdo da Matematica torna-se
distorcida. (LORENZATO, 1995, p. 5).

Antes de abordarmos o papel da visualizagdo na aquisicdo dos conceitos

geométricos, faz-se importante observar, como salienta Flores (2007), que a imagem
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€ a representacdo de um modo de olhar, existindo varias formas de representar um
mesmo objeto. Podemos analisar essa situagdo quando os professores trabalham
com seus alunos as propriedades do triangulo retangulo, desenhando-o sempre
numa mesma posi¢cao, porém em uma determinada aula mudam a posi¢cdo do
desenho do triangulo, e neste caso os alunos parecem desconhecer quaisquer
propriedades desse “novo” tridngulo, quando na verdade é o mesmo, porém numa
posicao diferente. “Ao se trabalhar com régua e compasso os desenhos sao
estaticos e, geralmente, feitos em uma mesma posi¢ao, por exemplo, triangulos com
base na horizontal. Deste modo o aluno cria um protétipo da figura geométrica”
(PALLES e SILVA, 2012, p. 7). Por isso, essas autoras defendem que devemos
desconstruir dimensionalmente as formas que reconhecemos a primeira vista em
outras formas nao vistas de imediato, isto é, tirar a propriedade “posi¢ao”, que € de
carater contextual, como ja vimos, do elenco de propriedades geométricas da figura.

Flores, baseada nos estudos de Raymond Duval (1988, 1994, 1995 e 1999)

constata que:

Para aprender a ver, é preciso primeiro saber que para um mesmo objeto
matematico existem muitas formas de representa-lo; depois, é necessaria
uma aprendizagem especifica dos tratamentos inerentes a cada tipo de
representacdo, bem como das passagens de um registro de representacao
a outro. Para o caso particular das figuras tridimensionais significa, entao,
reduzir a problematica do ver estas figuras representadas no plano as
questdes puramente de conversao de registros — a passagem da figura em
3D para a representacdo em 2D, por exemplo, a seus tratamentos e as
operacdes suscetiveis, bem como o funcionamento cognitivo do aluno.
(FLORES, 2007, p. 26).

O estudante pode desenvolver suas representacfes de acordo com suas
experiéncias, ou de acordo com suas expectativas, e talvez por isso que a geometria
moderna seja essencial no processo de visualizagao, por permitir essa “abertura”
para que cada individuo crie seus modelos, suas imagens e por fim, faca suas
analogias. E se o modelo ndo satisfizer, basta reposiciona-lo ou reconstruir de
acordo com as novas exigéncias. “Raciocinar geometricamente, € por assim dizer
raciocinar sobre objetos abstratos como se eles fossem concretos” (ALMEIDA, 2007,

p. 8).

E importante salientar que a formacdo de conceitos em Geometria se
fundamenta ndo apenas no processo cognitivo da aprendizagem, mas esta
relacionada com o conhecimento prévio adquirido pelos estudantes em sala
de aula e contribui de forma significativa para a realizacdo de trabalhos que
envolvam a Geometria. (MORACO e PIROLA, 2007, p. 12).
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Em se tratando de construcdo e reconstrucdo de modelos e imagens,
exploracbes visuais, algumas pesquisas trazem a visualizacdo com o foco na
geometria dindmica, ou seja, inserida nos meios computacionais, softwares
matematicos etc. De acordo com Senechal (1991, apud COSTA, 2000, p. 178), “o
pensamento visual pode revolucionar a forma com que se ensina a geometria,
fundamentalmente deve-se repensar o papel que os modelos ou os programas de
geometria dindmica podem ter na educacdo geométrica a todos os niveis”.

E perceptivel que conexdes entre conceitos geométricos e apelos visuais
acontecem quase que de forma instantdnea, porém essa ligacdo esta associada a
fatores como percepcdo, raciocinio visual, imagem mental, que discutiremos no

proximo capitulo.
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3. INTUICAO E VISUALIZACAO

3.1 Raciocinio visual e pensamento visual

Para ver, tivemos que pensar, e poderiamos néo ter nada sobre pensar se
ndo estivéssemos vendo. (ARNHEIM, 1989, p. 145).

Em se tratando de pensamento visual, algumas pesquisas articulam a esta
ideia concepcdes de desenho e suas técnicas. Como, por exemplo, a ideia
apresentada por Silva (2007), em que aponta o desenho'® como estruturante ao
pensamento visual, como parte de uma interpretacdo, no qual expressa novas
percepcdes, compreensdes. Porém, mais adiante, veremos que 0 conceito de
pensamento visual vai além das noc¢des de desenho.

Para Arnheim o pensamento verdadeiramente produtivo é o perceptivo®, que
tende a ser o visual, e de fato, para esse autor “a visdo € a unica modalidade dos
sentidos em que as relacdes espaciais podem ser representadas com precisao e
complexidades suficientes” (1989, p. 149).

N&o é possivel darmos um unico significado ao conceito de pensamento
visual. Porém, usando as ideias de Arnheim (1989), podemos compreender que o
pensamento se realiza por meio de propriedades estruturais inerentes a imagem, e
esta deve, portanto, ser formada e organizada inteligentemente, de tal forma que
torne visiveis as propriedades que sobressaem.

O conceito de imagem que abordamos ndo condiz a uma pura ilustracao, ou
mesmo um “auxilio” a construcdo de um conceito, mas refere-se sim a imagem como
parte integral do pensamento. Conforme considera Read (2001, p. 56) “uma
imagem visual € a forma mais perfeita da representacdo mental onde quer que se
faca referencia a forma, posicao e relagdes dos objetos no espaco”.

Quando pesquisamos sobre as concepcfes relativas ao pensamento visual,
encontramos referencias no campo das artes, pois o0 ato de pensar por intermédio da

visualizacdo pode constituir ou delinear o processo do trabalho do artista, sendo

® O desenho que fazemos referencia aqui é no sentido do préprio ato de desenhar para fazer-se
entender um determinado conceito.

' Entendemos aqui por perceptivo, aguele que contém componentes visuais e por vez sensacdes
cinestésicas.
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movido por imagens, ideias, referencias, percepcoes, intengbes (SILVA, 2007). E
nesse contexto, o mesmo autor salienta a distingdo entre a percepgcdo e a
linguagem, uma vez que para ele a elaboracdo de um pensamento visual parece
independer dos fundamentos linguisticos. Entretanto, Freitas (2005) destaca que a
construcdo de imagens visuais inclui discussfes semanticas e descritivas, sendo
gue novas combinacgdes de imagens podem ser feitas a partir de descri¢cdes verbais.
Ou seja, é mais provavel a existéncia de uma complementagcdo entre linguagem e
imagem do que uma oposi¢ao.

Iniciando uma reflexdo sobre o pensamento visual como processo cognitivo,
Mariotti (1995 apud COSTA, 2002) menciona que usar a visualizacdo para a
compreensao de conceitos € uma forma de pensar sobre coisas abstratas que
originalmente podem néo ser espaciais, mas podem ser representadas na mente de

alguma forma espacial. Costa (2002) vem a denominar pensamento visual espacial:

[...] o conjunto de processos cognitivos para 0s quais as representacdes
mentais para objetos espaciais ou visuais, relacdes e transformacfes
podem ser construidas, manipuladas e codificadas em termos verbais ou
mistas. Considero também o pensamento visual espacial como um modo de
pensamento que, segundo Clements® (1981), é essencialmente n&o verbal,
envolvendo representacdes internas que podem ser descritas como
imagens de uma natureza muitas vezes visual e principalmente espacial.
(COSTA, 2002, p. 263).

A autora distingue trés diferentes modelos do pensamento visual espacial: o
resultante da percepcao (PVP), o resultante da manipulacdo de imagens (PVM) e o
procedente da transmissdo e comunicacdo - exteriorizacdo (PVE). O PVP envolve
experiéncias de concentracdo mental, ou seja, se refere a processos mentais
associados a intuicbes primarias, reconhecimentos visuais, constru¢des de imagens
entre outros.

O PVM refere-se as transformacfes das imagens visuais, executando
manipulacdes mentais espaciais e construindo relagdes. Os processos mentais
associados ao PVM séo: abstracao reflexiva; descoberta de relagdes entre imagens,
propriedades, factos; transformacdes mentais; criacdo de modelos; generalizacoes;
entre outros. O PVE tem relacdo ao processo em que as imagens mentais se

exteriorizam, pelo transcurso da representagcédo. “Para comunicar as suas imagens,

% Clements, K. (1981). Visual imagery and school mathematics. In Proceedings of 5th Annual
Conference of MERGA (pp. 21-24). Adelaide, Australia.
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os alunos podem construir modelos, desenhos, figuras e graficos (usando
computador ou ndo) e usar descrigdes verbais” (COSTA, 2002, p. 265). E os
processos mentais associados ao PVE sao: acdes, representacoes, ligacdes entre
representacdes, modelos (desenhos, esbocos, construcdes); descricdo da dinamica
mental; construgdo da argumentagdo; construcdo de conjecturas; discussao de
argumentacéao visual.

Referenciamos esses trés tipos de pensamento na intencdo de entender
como o processo de pensar por meio da visualizagdo € abrangente, como vai além
do desenho, da interpretacdo de uma imagem primeira, € mais, como é
surpreendentemente relativa a forma com que cada individuo usa da sensibilidade
visual, mesmo que de maneira inconsciente, para interpretar e resolver
determinados conflitos cognitivos.

Alguns autores, como Kaleff e Leivas, se referem ao pensamento visual
como algo intrinseco a imaginacdo, usando-a para extrair solu¢cdes para fora do
problema, como se fosse dar certa materialidade ou concretude ao pensamento.
Seria a representacdo mental de algo que ndo esta presente fisicamente. Segundo

Queiroz:

Imaginacdo, etimologicamente, vem de imago, termo latino que significa
representacao, imitacdo, e vem também do verbo imitor, que se traduz por
imitar, reproduzir. Neste sentido etimoldgico, imaginacdo vem a ser a
capacidade de imitar modelos exemplares, as imagens, reproduzindo-as.
(QUEIROZ, 2010, p. 1).

Um exemplo que lanca luz a essa associacdo da imaginacdo e pensamento
visual é o citado por Freudenthal (1973, apud LEIVAS, 2009 p. 170): “as
propriedades de espaco vetorial podem ser [percebidas] em espacos de dimenséo 2
e 3 e imaginadas em dimensdes maiores de forma geométrica, incluindo ai o
conceito de determinante”.

Quando somos colocados em situacfes que exigem pensarmos num
determinado assunto, ou resolvermos uma determinada questdo, como por exemplo
um problema de trigonometria, quase que instintivamente fechamos os olhos, para
gue desta maneira possamos criar mentalmente uma imagem. Como assinala
Hadamard (1945, apud SARAIVA, 1992, p. 4), “...um matematico quando esta a

pensar evita, geralmente, utilizar palavras ou mesmo simbolos algébricos (ou outros)
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— ele utiliza imagens”. Saraiva faz referencia a uma carta, escrita por Einstein e

dirigida a Hadamard:

As palavras e a linguagem escrita ou oral parecem ndo desempenhar
nenhum papel no meu pensamento. Os construtores psicoldgicos, que sdo
os elementos do pensamento, séo certos sinais ou figuras, mais ou menos
claros, que podem ser produzidos e combinados em liberdade. (SARAIVA,
1992, p. 4).

Portanto, apds fazermos referencia ao pensamento visual, a imagem e a
imaginacao, faremos agora uma breve reflexdo sobre imagem mental. Montoya

identifica a imagem mental como:

Essencial enquanto funcdo simbdlica que reporta as particularidades dos
objetos ausentes, nos seus estados e configuracdes. Sem ela, nem o
nascimento nem o acabamento da representagcdo conceitual ou da
inteligéncia representativa seriam possiveis. (MONTOYA, 2005, p. 59).

Uma ideia semelhante é apresentada por Duval (1995, p. 28), ao considerar
as imagens mentais como: “evocacao de objetos ausentes que podem ser
identificados de modo consciente no imaginario do sujeito; entidades psicoldgicas
possuindo uma relacdo com a percepgao’.

Assim, a imagem mental pode ser entendida como uma maneira de trazer aos
olhos da mente um modelo, uma estrutura para a representacdo de um
conhecimento, ampliando o pensamento para além do espaco e tempo presente.
Porém, esse conhecimento associa-se as experiéncias de mundo do individuo, a
cultura individual e as competéncias gerais. E mais, tal processo envolve
habilidades, que segundo os estudos de Katz (1983-1987, apud D’AMORE, 2005, p.
150), se traduzem em: habilidades em gerar imagens mentais, habilidade em formar
imagens mentais integradas, habilidade no acesso as imagens mentais, habilidade
em manter na memoria as imagens mentais. Diante disso, pode-se constatar que as
diferencas individuais cognitivas estdo diretamente ligadas ao processo de
construcdo das imagens mentais, sendo facilmente geradas por alguns individuos,
porém, com a maior dificuldade por outros.

Antes de darmos continuidade a essa discussdo, compreendemos ser
importante destacar a diferenca conceitual entre imagem mental e modelo mental.

Como ja assinalamos, a imagem mental é tipica do individuo, interna, involuntaria.
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JA& o modelo mental é& “o conjunto das imagens mentais elaboradas
conscientemente” (D’AMORE, 2007, p. 153).

Com relacdo a um determinado conceito, o individuo parece fazer-se
imagens sempre mais gerais e circunstanciadas, percebendo, cada vez,
detalhes, informacfes, propriedades mais abrangentes; por isso, temos um
verdadeiro e proprio processo dinamico (grifo do autor) que consta de uma
sucessdo de imagens mentais; o modelo mental (cognitivo) seria entdo o
“limite” dessas sucessdes de imagens, no momento em que elas, ainda que
com as solicitacbes relativas a propriedades sempre mais gerais, nao
requerem mais a formagcdo de imagens novas (grifo do autor); portanto, o
modelo mental seria o resultado final do processo das imagens mentais,
quando dessas se torna estavel. (D’AMORE, 2007, p. 153).

Diante desses esclarecimentos, permanece um questionamento: como as
imagens mentais exercem papel de auxilio na concretizagdo do conhecimento
matematico?

A primeira contribuicdo pode estar relacionada com a capacidade de
argumentacdo, uma vez que a linguagem matematica contém um sistema de
simbolos, que mediante articulagbes logicas, tem a rigorosidade como elemento
estruturante, o que caracteriza-se como um obstaculo no momento de externalizar e
registrar o que se pensa, podendo as imagens mentais tornar esse processo menos
dificil, posto que os argumentos estardo mais nitidos, enriquecidos e suficientemente
validos na mente.

As imagens mentais também contribuem na obtencdo dos significados,
possibilitando o movimento de imagens e favorecendo a visualizacdo de novos
conceitos. Usando as palavras de Valente (2007, p. 143), pode-se dizer que essa
proposta de recorrer aos aspectos figurativos do pensamento, se direciona para uma
“assimilacdo revestida de possibilidades das operagbes representativas,
sustentando-se nas imagens mentais...”. Nao obstante, Fogaga menciona: “Assim
como a ciéncia cria modelos para compreender fenbmenos, os alunos também
precisam de imagens para compreender conceitos”. (FOGACA, 2003, p.03)

Um dos beneficios pertinentes a construcdo das imagens mentais é a
flexibilidade do pensamento, na qual existe a possibilidade de construcdo e
reconstrucdo do modelo mental.

Para construir conceitos e entender ou formular teorias, é preciso um ir e vir
incessante do pensamento, que classifica, ordena, compara, transpde

conceitos hipotéticos, seguindo a logica na qual o sujeito que pensa
determina um conceito como ponto de referencia e experimenta tantos
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guantos possa explicar até concluir por aquele que fagcam sentido diante do
sistema tedrico. (VALENTE, 2007, p. 140).

Em decorréncia ao que foi analisado sobre o pensamento visual, imaginacao,
imagem mental e os aspectos figurativos do pensamento, trataremos, nesse
momento, de refletir sobre a interferéncia de todos esses construtos da mente para

com o desenvolvimento do raciocinio visual. De acordo com Andrade e Saraiva:

O raciocinio visual ndo significa ser apenas o suporte para a descoberta de
novos resultados e de novas vias para os fornecer, mas devera ser
desenvolvido de forma total — ser aceitavel e aceite como raciocinio. Sao
muitos os matematicos que defendem que o raciocinio visual ndo esta por
baixo, nem por cima do algébrico ou do verbal. E necessario promover a
sua integracéo. (2008, p. 6).

De acordo com Saraiva (1992), o raciocinio visual € uma forma de raciocinar
usando essencialmente a informacdo visual. Faculdade de ver, refletir, analisar,
conjecturar e argumentar sobre as imagens, relacdes e transformacfes. Uma prova
disso sédo as varias demonstracdes visuais do conhecido Teorema de Pitagoras,
demonstracdes essas que ndo usam palavras, mas procuram, em sua totalidade,
realcar a importancia da configuracdo espacial no raciocinio visual, na atividade
matematica.

Para ilustramos essa situacdo, apresentaremos a seguir a prova deste

teorema realizada por Henry Perigal:

Henry Perigal, um livreiro em Londres, publicou em 1873 a
demonstrac@o que se pode apreciar na figura a seguir. Trata-se da
forma mais evidente de mostrar que a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos preenchem o quadrado
construido sobre a hipotenusa. Perigal corta o quadrado construido
sobre o maior cateto por duas retas passando pelo seu centro, uma
paralela a hipotenusa do tridngulo e outra perpendicular, dividindo
esse quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro partes
e mais o0 quadrado construido sobre o menor cateto, preenchem
completamente o quadrado construido sobre a hipotenusa.
(WAGNER, 2009, p. 8)

Figura 5: llustracdo da demonstracdo do
Teorema de Pithgoras — por Henry
Perigal.
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Entretanto, comumente é possivel constatar que este modo de estruturar o
pensamento parece pouco praticado por alguns educadores (reflexo natural do
paradigma dominante da comunidade de matematicos), sendo classificada como um
simples instrumento de ensino e/ou auxiliar a aprendizagem. Dreyfus (1991, apud
SARAIVA, 1992, p. 4) aponta um, de muitos fatores, pelo qual os matematicos
escondem suas visualizagdes e os argumentos baseados nelas: “As imagens podem
ndo ter surgido aos matematicos de forma suficientemente penetrante para serem
descritas por palavras ou figuras” (caso das figuras mais ou menos claras que
Einstein falou).

A mudanca dessa situacao pode se dar pela apresentacdo de uma educacao
matematica mais visual, partindo da imagem, da representacdo, para assim se
aproximar ao conceito. Como exemplo, citamos a experiéncia realizada por Artigue
(1989 apud SARAIVA, 1992 p. 5), em que o estudo baseia-se na solugdo de
equacdes diferenciais, poréem as informacdes ndo sao apresentadas por uma
formula, e sim pela informacdo sobre as suas derivadas. O objetivo era fazer com
gue os alunos reconstruissem as curvas trabalhando com a descricdo de suas
derivadas, tendo o auxilio de softwares para as construcdes, porém, sem o suporte
das formulas, sendo que para isso eles teriam que raciocinar visualmente. Uma das
conclusdes da experiéncia foi que os alunos entraram no trabalho geométrico com
relativa facilidade, uma vez minimizada as dificuldades devido a possibilidade de
utilizacdo de software computacional apropriado.

De modo geral, nessa secao fizemos uma breve reflexdo acerca de alguns
dos elementos articulados a visualizacdo, assim como analisar a forma como a
imagem visual pode desencadear o pensamento visual e por conseguinte o
raciocinio visual. Ressaltamos também a importancia da visualizacdo na formacéao

do pensamento matematico, assim como propds Goldenberg et al (1995):

Ao ignorar a visualizagdo, um curriculo falha ndo sé no envolvimento de
uma parte substancial do pensamento dos alunos ao servi¢o da raciocinio
matemético, como no desenvolvimento de capacidade de visualizagéo para
explorar e argumentar visualmente. (apud LOUREIRO, 2009 p. 62).

O desenvolvimento do pensamento e o raciocinio visual dependem das
especificidades cognitivas de cada individuo, por isso os educadores podem e

devem, continuadamente, levar para suas aulas elementos, metodologias que
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estimulem o construcéo desses aspectos figurativos do pensamento. Na sequéncia,
estudaremos como o movimento das imagens se inter-relaciona com a questao do

pensamento matematico.

3.2 A visualizagdo na construcao dos apelos intuitivos.

Antes de refletirmos sobre a relagdo entre intuicdo e visualizagcdo, buscamos
as concepcoes, significados e interpretacdes do que vem a ser pensamento intuitivo.
Etimologicamente, D’Amore (2007) assegura que 0s substantivos intui¢cdo, intuito e
intuitivo originam-se “...do latim douto tardio, provavelmente do participio passado
intueri, e, portanto, literalmente significa imagem refletida“. Para Malcolm (2007 apud
Saraiva 2008 p. 31): “a intuicdo é a apreensédo imediata da mente, sem o raciocinio,
€ imediata, holistica, estética, reveladora, inspiradora; é sentir, € conhecer tudo de
uma vez; ela pode ir aonde a razao nao pode”.

Segundo Davis e Hersh (1995), a intuicdo tem os seguintes significados:

1.) Intuitivo é o oposto de rigoroso;

2.) Intuitivo significa visual;

3.) Intuitivo significa plausivel ou convincente na auséncia de
demonstracao;

4.) Intuitivo significa incompleto;

5.) Intuitivo significa confiarmos num modelo fisico ou em alguns exemplos
importantes;

6.) Intuitivo significa holistico ou integrativo, em oposi¢cdo a pormenorizado
ou analitico;

(DAVIS e HERSH 1995, apud LEIVAS, 2009 p. 201).

Refletindo sobre algumas destas definicbes apontadas por Davis e Hersh,
especificamente a primeira: “Intuitivo € o oposto de rigoroso”, percebemos que o
pensamento intuitivo pode ser flexivel, quando constituido pela sua espontaneidade,
ou seja, é concebido naturalmente, ndo sendo conduzido e/ou dirigido. A segunda,
“Intuitivo significa visual”, discutiremos posteriormente. O terceiro argumento,
“significa plausivel ou convincente na auséncia de demonstracdo”, nos conduz a
interpretacdo de que a intuicdo € um complemento a rigorosidade da légica. Ja a
afirmacao de que o intuitivo significa incompleto gera uma inquietacdo, pois por que

a intuicdo ndo pode ser uma forma de raciocinio, de se chegar a um conceito, a uma
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definicao, enfim, por que ndo ser completa? Seria, talvez, porque carece de rigor, de
poder argumentativo?

Castro (2002), usa dos pressupostos de Poincaré®* para explicar que existe
um nivel do raciocinio matematico que é irredutivel a l6gica e que se atinge pela
intuicdo. Desta forma, compreende-se que a intui¢cdo, por Poincaré, teria a funcéo de
complemento para a légica, quando a ciéncia da demonstracdo ndo mostrar-se
suficiente. Portanto,

A logica e a intuicdo tém, cada uma delas, o seu papel. Ambas séo
indispensaveis. A légica, que é a Unica que nos pode fornecer a certeza, é o
instrumento da demonstracdo, a intuicdo é o instrumento da invencao.
(POINCARE 1995, p. 22).

Tratando da correspondéncia entre razéo e intuicdo, Cifuentes (2011), menciona:

A razao e a intuicdo permeiam o pensamento matematico. A racionalidade
matematica envolve tanto légica e linguagem, quanto intuicdo, imaginacao e
sensibilidade, estas Ultimas intimamente ligadas a experiéncia estética.
(CIFUENTES, 2011, p. 655).

As ideias apresentadas por Bicudo e Meneguetti (2003) também estdo em
concordancia de que ndo é possivel separar esses dois niveis de pensamento
matematico, ndo ha como atribuir maior valor ao aspecto intuitivo ou ao légico, ou

mesmo concebé-los como excludentes, portanto, para esses autores:

O intuitivo apoia-se no l4gico e vice-versa, em niveis cada vez mais
elaborados, num processo gradual e dindmico, tomando a forma de uma
espiral, sendo que, o equilibrio entre esses aspectos deve estar presente
em cada um dos niveis dessa espiral. (MENEGUETTI e BICUDO, 2003, p.
162).

Ja Fischbein (1987, apud ALVES e NETO, 2011, p. 40), contempla a intuicdo
pelo seu aspecto cognitivo, abordando-a como uma estrutura cognitiva complexa, no
gual organiza a informacao utilizavel (e mesmo incompleta) de modo aparentemente
coerente, internamente consistente, autoevidente. Para esse autor existem trés tipos
de intuicdo: afirmativa, conjectural e antecipatéria. A afirmativa se refere a fatos
aceitos como corretos, autoevidentes e autoconsistentes, no qual o elemento

solucdo esta implicito. A intuicdo conjectural se associa a presuncao sobre eventos

! Henri Poincaré: filésofo e cientista francés que defende a intuicdo como uma entidade fundamental
do raciocinio matematico.
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futuros, tal qual é identificado um problema que exige uma argumentacdo mais
detalhada, porém o objetivo nessa fase néo é efetivamente chegar a uma resposta
ou solucdo. E a intuicdo antecipatéria aparece como uma descoberta, como uma
solucao de um problema e subitamente como resultado de um esfor¢o da busca pela
solucéo, também chamada de ‘momento de iluminagdo’ (ALVES, 2011).

Ainda que estabelecendo essas divisdes, faz-se importante ressaltar que
cada uma das intuicdes citadas acima depende da outra, “devemos considerar um
continuum a partir de uma intuicdo afirmativa para uma intuicdo antecipatéria que
passa através de uma intuicdo conjectural” (FISCHBEIN, 1987, apud ALVES e
NETO, 2011, p. 45).

A intuicdo também pode ser interpretada pelo ato de se “intuir’” um conceito,
uma ideia antes mesmo de se recorrer a logica. E mais, ha quem diga que a
matematica avancou mais pelos métodos intuitivos do que pelos critérios rigorosos
de demonstracdo. Como aponta Poincaré (1995, p. 25), “sem a intuigcdo nunca viriam
a ser capazes de aplicar a Matematica”.

D’Amore (2007) aborda as duas formas de intuicdo indicadas por Immanuel
Kant, a sensivel (empirica) e a intelectual. A primeira “é tipica do ser humano: as
coisas nos sao dadas como fenbmenos” (D’AMORE, 2007, p. 331), vém da
experiéncia sensorial, “refere-se aos estados do sujeito do conhecimento enquanto
um ser corporal e psiquico individual” (CHAUI, 2000, p. 78). Ja a intuicéo intelectual
€ uma forma de conhecimento das coisas em si mesmas, € de base racional, “é o
conhecimento direto e imediato dos principios da razdo (identidade, terceiro
excluido, contradicdo, razdo suficiente)” (CHAUI, 2000, p. 78). Porém, Kant no
ratifica a intuicdo sensivel, posto que exista uma contradicdo ho momento em que
essa intuicdo ndo se concebe espontaneamente, ela € criada, condicionada, ou seja,
para este fildsofo nenhuma intuicdo responde em nds as ideias da razao, quando o
que conduz a um conhecimento novo sdo as verdades sintéticas®’, por via da

intuicdo sensivel.

2 Entendemos aqui por verdades sintéticas aquelas que ndo se pode chegar por pura andlise de
suas proposi¢fes. E Kant a classifica em verdades sintéticas a priori (independe da experiéncia) e as
verdades sintéticas a posteriori.
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Em alguns estudos, como os de Wilder (1967), Alves e Neto (2011), é
possivel diagnosticar que sem experiéncia e/ou base cultural a intuicdo parece
inexistir. No campo educacional, os estudantes trazem consigo uma base intuitiva,
gue pode intermediar na compreensao de novos conceitos. Segundo Leivas (2009,
p.186) “Intuicdo é uma ressonancia global no cérebro e depende da estrutura
cognitiva do individuo, o que por sua vez, depende da experiéncia anterior do
individuo”.

N&o obstante, € conveniente ressaltar a influéncia dos professores nesse
processo de estimulo do pensamento intuitivo, uma vez que antes de propor
gualquer axioma, por exemplo, o educador deve respeitar 0 apelo resultante da

imaginagao e da intuicdo, a fim de descobrir 0 objetivo de tal enunciagéo.

Quando o estudante chega aos professores do segundo grau, seu enxoval
matematico deve conter dois componentes principais — 0 componente
intuitivo e o componente instrutivo. E dificil separa-los, particularmente
porque o componente intuitivo depende, para crescer, do componente
instrutivo. (WILDER, 1967, p. 5).

Uma questdo provocada por D’Amore (2007, p.337), que faz referencia as
implicacdes da intuicdo no ensino, é: “A intuicdo é educavel?”. Para o autor é sim
educavel, e como resposta usa uma frase de Fischbein: “as intuicbes sdo um
fenébmeno evolutivo”, ou seja, quanto mais carga de experiéncia de vida, melhores
serdo as competéncias e as capacidades criticas do estudante.

Mas como designar a intuicdo no ambito da matematica quando esta é
carregada de conceitos abstratos? Pode-se recorrer ao modelo intuitivo, que trata de
uma representacdo mais clara e acessivel ao pensamento. Segundo D’Amore
(2007), o sentido do modelo intuitivo € o de criar significados que coincidam com
comportamentos ou com imagens figurais.

Passamos agora a analisar a relacdo entre a visualizacdo e a intuicdo, e
para isso voltamos a citacdo de Davis e Hersh (1995, apud LEIVAS, 2009), terceiro
item: “Intuitivo significa visual”. Seria correto pensarmos que essa afirmacdo se
desenvolve no sentido de que a visualizacdo pode dar concretude ao pensamento
intuitivo? Mas se sustentarmos essa hipotese, ndo estariamos entrando em
contradicdo, posto que a intuicio se concebe involuntariamente e
espontaneamente? Bem, antes de tentarmos responder a esses questionamentos,

propomos uma analise com base em alguns pesquisadores.
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Segundo Chaui (2000 p. 77), “A intuicdo € uma ‘visdo’ direta e imediata do
objeto do conhecimento, um contato direto e imediato com ele, sem necessidade de
provas ou demonstracdes para saber o que conhece”. Nessa interpretacao parece
haver um apelo a imagem, que permeia a necessidade do real, do que pode ser
visto, mesmo que nao seja visto com os olhos, mas com a mente.

Para Fischbein (1985, apud D’AMORE, 2007), a intuicdo acontece a medida
gue para se compreender um determinado conceito, surge uma relacdo de
necessidade intrinsicamente evidente. Vamos destacar aqui a palavra “evidente”,
segundo o dicionario Aurélio de Lingua Portuguesa, evidente € o que pode ser ‘visto’
por todos, indubitavel, 6bvio. Nesse sentido voltamos nossa reflexdo a visualizagéo,
pois aqui a intuicdo apontada por Fischbein trata da busca por tal evidéncia, tal
significado, que conduza e oriente a passagem do pensamento intuitivo ao
conhecimento.

De acordo com Fischbein (1985), D’Amore (2007) aponta que a falta de
intuicdo provoca dificuldades em fazer ‘imagens intuitivas’ de certos conceitos. Ou
seja, mais uma vez observamos a interposicdo das imagens, e a forma como a
intepretacao delas se faz presente na significacdo do pensamento intuitivo.

Segundo Tall (1991, apud JANZEN, 2011), a intuicdo € o produto da imagem
de conceito do individuo, ou ainda “a intuicdo € uma forma de conhecimento superior
e privilegiado; pois que a ela, como visdo sensivel a qual se molda, o objeto é
imediatamente presente” (ABBAGNANO, 1970, apud SERENATO, 2008, p. 75).
Dessa forma, € possivel analisar na intuicdo a necessidade implicita do ato de “ver”,
de tornar algo presente, imaginavel, tatil.

Voltamos entdo ao questionamento inicial: a visualizacao pode dar concretude
ao pensamento intuitivo? Sim, pois como afirma Cifuentes (2010) uma das funcdes
da visualizacao é construir significados, dar sentido, “a intuicdo permite ‘ver’ a forma
do objeto estudado” (p. 655). Este autor menciona também que a visualiza¢do € uma
forma de pensamento, sendo possivel argumentar através dela, portanto, nesse
contexto, a visualizacdo esta dando significado a intuicdo, seja no intuito de
argumentar ou de dar realidade. llustrando tais abordagens, temos o seguinte

exemplo:
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E suficiente um certo nimero finito de termos de uma sequéncia para “ver’
intuitvamente sua regra de formacdo ou seu limite, cada termo da
sequéncia é um particular, mas a passagem de um termo a outro permite
ver a generalidade escondida. O suficiente, devidamente objetivado,
delimitaria 0 que deveriamos entender por “aproximado”. (CIFUENTES,
2010, p. 655).

Portanto, vimos nessa secdao a forma com a qual a informacdo visual esta
intrinseca ao pensamento intuitivo, trazendo certezas, dividas, verdades, equivocos,
mas principalmente, propiciando questionamentos, item essencial para reflexdo

acerca dos paradigmas do pensamento matematico.
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4. FORMAS DE VISUALIZACAO ATRAVES DE EXEMPLOS

4.1 Visualizacao por analogia

A analogia permeia todo 0 nosso pensamento, nossa fala cotidiana e as
nossas conclusdes triviais, assim como os modos de expressao artistica e
as mais elevadas conclusdes triviais. (Polya, 1995, p. 29).

Analisando os modos de pensar e compreender expressdes, muitas vezes
buscamos fazer um paralelo entre coisas diferentes levando-se em consideracéo
seus aspectos gerais, estabelecemos analogias, comparamos, criamos imagens,
cenarios, visualizamos. Mas quais sao as relagdes entre analogia e visualizagdo?
Como esse movimento poderia auxiliar na construgdo de conceitos matematicos?

Essas sdo algumas das questdes que serdo base para nossa reflexdo neste capitulo

Segundo dicionario de filosofia entende-se por analogia:

(gr. analogia: proporcdo matematica, correspondéncia) 1.Paralelo entre
coisas diferentes levando-se em conta o seu aspecto geral.

2. ldentidade de relacdo unindo dois a dois os termos de varios pares. E o
caso da proporcdo matemética A, B e C, D, que se escreve: "A:B::C:D" e se
enuncia: "A esta para B como C esta para D". Donde a igualdade
proporcional. 3. Identidade de relacdes entre seres e fendmenos (analogia
entre queda e gravitagcdo, entre o boi e a baleia). 4. Raciocinio por analogia
€ uma inferéncia fundada na definicdo de caracteristicas comuns. Assim,
um corpo que sofre na dgua o chamado impulso de Arquimedes deve sofrer
0 mesmo impulso no ar, pois as caracteristicas comuns a agua (liquido) e
ao ar (gas) definem o fluido. As descobertas cientificas frequentemente
consistem na percepcdo de uma analogia, ou seja, de uma identidade entre
dois fendbmenos sob a diversidade de suas aparéncias. Ex.: a analogia do
raio e da centelha elétrica descoberta por Franklin (JAPIASSU,
MARCONDES, 2001, p.12).

A frase “raciocinio por analogia € uma inferéncia fundada na definicdo de
caracteristicas comuns” nos faz pensar na relacdo entre os objetos, na busca por
semelhancas, com o objetivo de verificar sua lei geral de formacéo, ou até mesmo
uma comprovagao, uma nova teoria.

A analogia permite fazer relacdes que ligam novos dominios a conhecimentos
jd concretizados. Por exemplo, na questdo da matematica, para resolver

determinado problemas nos fundamentamos em exemplos simples para poder
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concluir outros mais complexos. Nesse sentido, utilizamos a analogia para predizer o
préximo passo, através de exemplos podemos compreender o caminho a ser

seguido. De acordo com Nagem e Oliveira (2004),

A analogia € uma comparagéo explicita entre dois elementos. Parte-se do
pressuposto de que um elemento seja considerado familiar (veiculo), no
qual se buscam semelhangcas com o outro elemento, considerado
desconhecido (alvo ou conceito) (NAGEM E OLIVEIRA p.18, 2004).

J& o conceito de analogia, segundo Polya (1995, p. 29) também segue a ideia
de semelhanca: “objetos semelhantes coincidem uns com os outros em algum
aspecto; objetos analogos coincidem em certas relagbes das suas respectivas
partes”. O exemplo usado pelo autor para mostrar a analogia por semelhangca é
representada pela identidade de relacbes entre os lados de um paralelogramo
retangulo e as faces de paralelepipedo retangulo, posto que as relacfes entre os
lados do paralelogramo sdo semelhantes as que existem entre as faces do
paralelepipedo, exemplo analogo que usaremos posteriormente no caso do
hipercubo®.

Quando prevemos o resultado de um determinado problema, estamos

fazendo o uso da analogia, como o exemplo citado no capitulo 1: os quatro primeiros

A . 111 ~ .. . .
termos da sequencla {1,5,2,5 } sao suficientes para predlzermos 0 termo seguinte,

~ . . P 1
sendo que essa sequéncia segue a lei de formacdo —. Neste caso, mesmo sem

determinar a lei de formacéao, verificamos as relacdes existentes entre os 1° e 2°, 2°
e 3° 3° e 4° termos da sequéncia, entdo pela igualdade entre as relagdes,
estabelecemos por analogia o 5° termo; i O tipo de raciocinio que usamos nessa
situacao é o chamado indutivo.

A forma de argumentacdo por inducdo® é considerada como uma analogia,

pois como ja vimos anteriormente é um processo em partimos de um caso particular

% Hipercubo é o analogo do cubo na quarta dimens&o.

* Em filosofia da ciéncia, discute-se bastante o papel da inducdo como elemento constitutivo do
método cientifico, permitindo a generalizacdo dos resultados e conclusbes dos experimentos
cientificos. O método indutivo é valorizado sobretudo pelas concep¢des empiristas. Varios sdo os
problemas relacionados a inducéo, desde a discussao dos critérios de justificacdo dos procedimentos
indutivos, e sua relacdo com a probabilidade e a estatistica, até o questionamento da racionalidade
da induc&o. (JAPIASSU, MARCONDES p. 103, 2001).
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para chegarmos ao geral, ou seja, a partir de hipoteses buscam-se relagdes,
conexdes através de semelhancas ou diferencas, para assim chegarmos ao caso

geral.

O método de demonstracdo por inducdo € um método de beleza classica:
“‘De um salto pode-se alcangar o infinito”, também o é o método de
descoberta por analogia, pois permite iluminar varios campos
simultaneamente através de suas semelhangas e diferencas (CIFUENTES,
2003, p. 62).

Segundo Johassen (1998), na Grécia antiga a analogia era classificada em 4
tipos: a) analogia aritmética, que consiste nas semelhancas e diferencas; b) a
analogia geométrica que tem relagdo com a proporcao; c) a analogia resultante da
relacéo entre o raciocinio teorico e diario, baseada na semelhanca e repeticéo; d) e
por ultimo, a metafora, que segundo o autor € um subconjunto da analogia. Sobre
esta ultima, utilizamos a ideia apontada por Palma (2008), em que a metafora seria
uma forma de linguagem figurada, cuja funcao € a analogia ou semelhanca, e, nesse
sentido, a expressao metaforica teria um significado semelhante ou analogo ao seu
equivalente literal.

O uso da metafora em relacdo ao conhecimento € muito discutido. Por vezes
a metafora ganha caracteristicas que condizem apenas ao lado ilustrativo, por vezes
faz-se mencédo somente ao seu aspecto linguistico, mas a metafora vai além disso,
ela permite fazer relacbes entre objetos conhecidos para que possamos

compreender o desconhecido. De acordo com Leite e Otte (2010):

As metéforas sdo fundamentais para o pensamento matematico. A metafora
nao é apenas um fenbmeno linguistico manifesto através da fala, mas é
especialmente um mecanismo cognitivo, inerente ao dominio do
pensamento. Metaforas atuam no sentido de permitir uma interacdo entre
dominios conceituais distintos, tais como geometria e a aritmética, e nesse
sentido podem ter sido fundamentais para o proprio avan¢o da mateméatica
ao longo dos tempos. (LEITE e OTTE, 2010, p 106).

N&o obstante a essa linha de pensamento, Machado (1991) discute sobre a
metafora usando a ideia de Aristoteles, que consiste em atribuir a uma coisa 0 nome
de outra coisa, como uma transferéncia de significados. Além disso, para o
pensamento matematico, a metafora permite estabelecer pontes entre diferentes
contextos, entre o antigo e o novo, entre o conhecido e o desconhecido,

possibilitando a expanséo do pensamento.
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As metéaforas, mesmo as mais eficazes, iluminam com a fugacidade de um
relampago engquanto os objetos matematicos operam com a constancia ou a
tenacidade de uma Ildampada ou uma vela. (MACHADO, 1991, p. 82).

Cifuentes (2010) apresenta um uso criativo da metafora, para além dos

recursos didaticos, mas também epistemologico.

Um exemplo relevante do uso da metafora num sentido epistemoldgico em
matematica é o conceito de “igualdade”: muitas vezes usa-se a igualdade
para se referir a uma congruéncia. Essa congruéncia adquire o estatuto de
igualdade s6 no processo de “passagem ao quociente”, processo que
permite criar (a poiésis) objetos, ou fatos, matemaéticos, os objetos
qguociente. No fundo toda igualdade que precise de uma definicdo € uma
metafora, por exemplo, a igualdade de pares ordenados, a igualdade de
polindmios, etc. (CIFUENTES, 2010, p. 19).

Ao se introduzir o conceito de equacao podemos fazer mencéo a balanca: o
gue acrescentamos/subtraimos num prato da balanca devemos acrescentar/subtrair
ao outro prato da balanca para que desta forma ela permaneca em equilibrio.
Quando nos referimos em acrescentar ou subtrair algo, estamos criando uma
analogia para os principios da igualdade (principio aditivo e multiplicativo).

Seria entédo a analogia uma forma de argumentacdo? Para pensarmos nisso,
vamos analisar um exemplo de analogia que usa de propriedades geométricas e
visuais: a compreensdo dos objetos geométricos num espaco quadridimensional.
Quando pensamos num segmento de reta, o0 representamos num espago
unidimensional, porém ao “traduzir’, tratando de generalizar, esse segmento do
espaco unidimensional para o bidimensional, podemos representar um quadrado.
Analogicamente, ao mover esse quadrado do espaco bidimensional para o espaco
tridimensional, concretizamos um cubo e por fim, movimentando esse cubo do
espaco tridimensional para o quadrimensional, temos o “hipercubo”. Vejamos
algumas analogias que se apresentam nessa construgao: assim como no segmento
de reta temos dois vértices, ou seja, para uma aresta teremos dois vértices, no caso
do quadrado vemos que em cada vértice temos duas arestas, ndo é diferente no
caso do cubo, em cada vértice temos trés arestas. Logo, no caso do hipercubo,
teremos que cada vértice corresponde a quatro arestas. Podemos também fazer

essa analise observando os lados do quadrado, que é formado por segmentos de
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reta (arestas), j& as faces do cubo sdo formadas por quadrados e

consequentemente, os “faces” do hipercubo séo formados por cubos.

NN
A

S 4

quadrado cubo

segmento hipercubo

Figura 6: Representacéo do hipercubo

Com o exemplo mostrado anteriormente, podemos perceber o elo existente
entre a visualizacdo, a analogia e a geometria. Partimos da visualizacdo do objeto
geomeétrico que ja conhecemos para tentar construir, por analogia, o hipercubo, ou
até mesmo a hiperesfera. Importante salientar que ndo estamos nos referindo ao
cubo em dimenséo quatro, mas sim a uma representacdo dele em dimensao dois, 0
gue permite imaginarmos suas propriedades e caracteristicas huma dimensao maior.
Portanto, voltamos a afirmar que a visualizacdo ndo € somente o que vemos diante
aos olhos, mas o que o pensamento é capaz de construir por meio da analogia, da
movimentacdo de imagens, da imaginacédo e da intuicao.

Outro exemplo que se serve como base de reflexdo para entender o elo
existente entre a visualizacdo e a analogia, é a discusséo que se faz sobre o infinito.
Seguindo as nossas capacidades sensorias, uma dimensao infinita parece
inatingivel, impossivel, mas se formos pensar pelo lado da légica, sua existéncia
parece mais “aceitavel”’. Na matematica € muito comum a resolucao de exercicios de
diferentes dimensdes, até mesmo “n” dimensdes, parece sim, como dissemos
anteriormente, mais aceitavel, mas sera que existe formas de aliar a I6gica com o
lado sensivel? E exatamente isso que a visualizacdo e a analogia criam,

possibilidades de enxergar o raciocinio l6gico através da sensibilidade matematica.
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Vejamos o triangulo de Sierpinski®:

AL G40

Figura 7: Tridngulo recursivo proposto por Sierpinski

Fonte: pt.wikipedia.org

Do primeiro tridngulo para o segundo, desde que removido o central, sobram
apenas trés. Do segundo para o terceiro triangulo, removendo 0s quatro centrais,
sobram nove. Analogicamente, do terceiro para o quarto triangulos, removendo o0s
treze centrais, restam vinte e sete triangulos. Analisando as transformacdes, nota-se
gue os triangulos restantes (em preto), sdo poténcias de base trés. No primeiro
caso, 3%, no segundo 3%, no terceiro 32 e assim sucessivamente, até chegarmos ao
arbitrario representado por 3™, que envolve infinitos casos De acordo com Naves
(2013), o infinito ndo pode ser encontrado, pois 0s sistemas conceituais sao finitos,
logo, para se concretizar a concepcao do infinito, podemos usar como mecanismo a

analogia, mas precisamente a metafora.

A Matemética faz parte do universo fisico de estrutura racional. O infinito
pode ser explicado por meio de elementos da natureza, como as flores,
espirais logaritmicas em caracdis, fractais nas cadeias de montanhas,
parabolas no jogo de baseball, formas esféricas das estrelas, planetas,
bolhas entre outros que se possuem um sistema de recursividade. Esses
elementos possuem partes que parecem médulos geométricos que vao se
repetindo infinitamente (...) O tridngulo de Sierpinski € uma metéafora do
infinito representado pela recursividade por ser uma imagem metaférica que
se repete a partir de um modulo triangular, dando a abertura para a
sucessao desses modulos em um processo sem fim (NAVES, 2013, p. 40).

Portanto, nessa secdo pudemos observar a analogia como uma forma de
visualizacdo que diferentemente do pleno rigor, do método, traz algo mais que
guantitativo, o qualitativo. A abordagem qualitativa em matematica condiz a

interpretacdo, ao questionamento, ao ato de ir e vir. O préprio uso de imagens

> Waclaw Sierpink (1882-1969) matematico polonés, foi professor em Lvov e Wariaae. Teve grande
reputacéo, principalmente na década de 1920-1930, a ponto de uma das crateras lunares ter seu
nome. (BARBOSA, 2002, p. 41).
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geométricas compreende um caréater interpretativo. Para visualizarmos o hipercubo,
interpretamos suas fases anteriores, assim como o triangulo recursivo proposto por
Sierpinski. De acordo com Cifuentes “os raciocinios por semelhanca, por analogia,
séo tipicas formas de um pensamento qualitativo na matematica pensada como
atividade” (2010, p. 23). Para esse autor, processos matematicos do tipo qualitativo
estdo ligados também ao uso de recursos tecnoldgicos computacionais, como forma
de movimentacdo de imagens e esse serd o tema de estudo para nossa préxima
secao.

4.2 Visualizag&o pela movimentacao das imagens

Nesse topico, analisaremos qual a importancia da movimentacao de imagens
num ambiente computacional e como esse processo auxilia no desenvolvimento do
pensamento matematico. Ressaltamos que ndo faremos um estudo sobre o uso das
Tecnologias de Informacdo e Comunicacao (TICs), apenas discutiremos sobre o
papel da geometria dinamica®® como forma de dar “vida” aos objetos matematicos.

Sabemos que as ferramentas ‘tradicionais’, como régua e compasso, auxiliam
na visualizacdo de muitas figuras geométricas, mas o0 ambiente computacional
permite visualizar ndo somente a imagem estatica, mas também as relacbes que a
engloba. Por exemplo, o hipercubo que apresentamos na secdo anterior, ele foi
construido num software de geometria dindmica, poderia sim ter sido criado
utilizando régua e compasso, mas o software permite observarmos além da figura

estéatica, sua movimentacao.

Figura 8: Hipercubo rotacionado.

Fonte: http://www.prof-edigleyalexandre.com/*

% Os ambientes de geometria dinamica sdo ferramentas informaticas que oferecem régua e

compasso virtuais, permitindo a construgdo de objetos geométricos a partir das propriedades que os
definem (GRAVINA, 2001, p. 82).
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Uma ferramenta importante nesse processo de movimentacao de imagens é a
de “arrastar’, que permite descolar, movimentar a figura sem alterar suas
propriedades, fazendo com que o aluno crie diferentes interpretacbes sobre um
mesmo objeto. Esse recurso enriquece a prépria concepcao de figura, incorporando
nela a dinamicidade subjacente (JANZEN, 2011).

Os ambientes de geometria dindmica incentivam o espirito de investigacao
matematica, de acordo com Gravina (2001, p.90), a interface interativa, aberta a
exploracdo e a experimentacdo disponibiliza experimentos de pensamento.
Podemos questionar nossas proprias acdes e operacdes, testando a validade das
construcodes.

Desta forma, podemos testar e verificar a validade de alguns teoremas. Um

exemplo é a demonstracédo do teorema de Pitagoras:

pol2 =20
pal21 =13.17
pold = 4
pol41 =4
pol3 =16
pol3, =9
Area (pol4+pol3)= Area pol2 Area (pol4+pol3)= Area pol2
Figura 10: Teorema de Pitdgoras pelo calculo Figura 9: Teorema de Pitdgoras pelo calculo de
de areas areas

Em qualquer uma das duas imagens, a relacédo entre as areas permanece, ou
seja, a soma das areas dos quadrados menores resulta na area do quadrado maior.
Podemos movimentar o triangulo retangulo que a propor¢do entre as areas se

mantém. Essa ideia vai ao encontro do que menciona Janzen (2011):
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Nesse sentido, as figuras construidas em um ambiente dinAmico adquirem
um estatuto diferente dos simples desenhos. Passam a ser exemplos
genéricos, com a possibilidade da exploracdo dindmica das propriedades
envolvidas, ja que a construcdo da figura utiliza explicitamente as duas
propriedades, proporcionando a visualizagdo de muitas e diferentes
representagdes de uma mesma classe de figuras. (JANZEN, 2011, p. 52).

As propriedades das figuras se concretizam com os softwares de geometria
dindmica, como por exemplo, a construcdo do triangulo equilatero, que possui

angulos internos de mesma medida e lados congruentes.

4.8

Figura 11: Tridngulo equilatero

Os gréficos da funcéo afim, que possibilita verificarmos a declividade da reta

guando alteramos o coeficiente angular.

k=25 4
- [ Inspetor de Fungdes “
3 f(x) = 2.5% - 1 ) || &
b=-1 =
. 5 Intervalo; Pontos
N Propriedades Valor
Minimo (-1.-3.5) 8
. Méximo (1.1.5)
-7 -6 -5 -4 -3
Raiz 0.4
Integral -2.2
Area 2.984
Média -1.1 hd
1 =x=<1

Figura 12: Grafico (fungéo afim)
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o Inspetor de Fungdes

f(x)=-31x+25 ) &
_——————— 24 Intervalo  Pontos

Propriedades Valor
Minimo (1,-086)
0 X ) Méximo (-1,58)

Raiz 0.81

Integral 52
Area 5.2806
Média 26
Comprimento 6.5146

-1 =x=/1

Figura 13: Gréfico (fungao afim)

A criagdo de imagens no software de geometria dindmica possibilita a ida e a
volta da construcdo, podendo nos levar a pontos ndo percebidos quanto utilizamos

desenho.

Para compreender um problema geométrico ndo basta olhar simplesmente
uma figura, € preciso considerar cada parte, olha-la separadamente, reunir
0 que convém, considerando-o como um todo e procurando ver
simultaneamente as varias conexdes exigidas pelo problema. (JANZEN,
2011, p. 39).

A geometria dindmica ndo é apenas um recurso para se concretizar um
determinado conceito de natureza geométrica, mas também contribui na
concretizacdo de conceitos de natureza algébrica. No capitulo sobre os tipos de
visualizacdo, mencionamos a visualizagdo por meio da argumentacdo, mas
podemos também pensar na visualizagdo da argumentacdo, em que para uma
sequéncia da demonstracdo temos uma sequéncia de imagens. O que diferencia
uma da outra é que a visualizacdo por meio da argumentacao seria ver para poder
argumentar, ou seja, 0 argumento se concretiza ap0s conseguirmos visualizar como
0s objetos e as transformacgdes se comportam. Ja na visualizacdo da argumentacéo,
temos o argumento estabelecido, concretizado, no qual necessitamos criar uma

sequéncia de imagens, para melhor entende-lo, ou até mesmo para simplesmente



85

visualizd-lo. Como exemplo podemos citar a proposicéo 27, encontrada no livro | dos
Elementos de Euclides.
Se duas retas sdo cortadas por uma terceira formando angulos alternos

internos iguais, entéo elas séo paralelas.

se a =B, entéo r//s

Figura 14 - Retas Paralelas cortadas por uma transversal

De fato, se s interceptasse r em algum ponto T, formar-se-ia um triangulo
QPT.

Figura 15 - Retas se interceptando no ponto T

Nesse triangulo, @ € o0 angulo externo e  é o angulo interno ndo adjacente a
a, ou vice versa. Assim, pelo teorema do angulo externo?’, teriamos que a # f8, 0

gue contradiz nossa hipétese. Portanto r e s ndo se intersectam.

" Teorema do angulo externo: todo angulo externo de um triangulo mede mais do que qualquer dos
angulos internos a ele ndo adjacentes.
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Portanto, o uso de softwares de geometria dindmica no ensino de matematica
possibilita visualizar a movimentagcdo das imagens explorando suas relacdes e
propriedades de modo mais preciso de experimental do que no desenho geométrico.
Como salienta Janzen (2011), esses ambientes suportam “formas de pensar que

ultrapassam as do discurso oral ou escrito ou do desenho estatico” (p. 46).
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5. SINTESE COMPREENSIVA

Ao iniciar essa pesquisa, nos deparamos com um emaranhado de
concepcdes sobre visualizacao, além de encontrar textos, estudos que ja tratavam
sobre esse conceito em relacdo ao conhecimento matematico. Entdo, como nédo
‘reinventar a roda”, ou melhor, como falar sobre a visualizagcdo de forma a nao
repetir o que jA se tenha concluido, analisado, desenvolvido? Nossa grande
preocupacao foi a de que essa pesquisa nao se tornasse uma revisao de literatura,
para isso tomamos a liberdade em desconstruir para construir. Descontruimos
conceitos ja existentes para construir novos, como o da visualizacdo geomeétrica, a
analogia como forma de visualizagéo, entre outros. A maneira que encontramos para
fazer “diferente” foi investigar a esséncia do processo de visualizacdo atraves de
uma discusséao tedrica e de exemplos representativos, quais caracteristicas estéao
relacionas a ele, salientando que nao tratamos aqui da visualizagdo apenas como
algo que se vé com os olhos, mas 0 que o0 pensamento € capaz de construir por
meio da analogia, a imaginacao, a intuicao, etc.

Como a visualizacdo exerce um papel de atribuicAo da concretude na
elaboracdo e aquisicdo do conhecimento matematico? N&o temos como intencéo
apresentar uma resposta a essa pergunta, mesmo porque com base nesse estudo é
possivel verificar que ndo seria apenas uma resposta, mas algumas. Nosso objetivo
nesse momento foi refletir sobre os tipos e as formas de visualizacédo estudadas e
mais, analisar de que forma esses processos podem contribuir para a concretude do
conhecimento matematico.

Em véarios momentos referenciamos a matematica pelo seu aspecto
gualitativo, em que a interpretacdo e a sensibilidade aparecem como forma de
sustentar o pensar independente, livre, distanciando-se da rigidez e das regras.
Essa dimensado qualitativa se faz presente quando mencionamos a visualizacao
como forma de aprimorar a intuicdo, ou quando mencionamos a analogia como
forma de visualizacdo, e mais importante, quando entendemos a visualizacdo como
forma de concretizar o pensamento matematico. Por exemplo, o entendimento do

infinito, sendo este ndo evidente, mas concretizavel, seja na geometria euclidiana,
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com o prolongamento das retas, seja ha geometria analitica com o plano cartesiano,
na geometria fractal e seus infinitos passos construtivos.

A visualizacdo também foi discutida como forma de experiéncia matemética,
pois a partir do momento em que visualizamos um resultado matemético sem o
recurso légico, estamos enlacando a esse resultado aspectos da realidade, do que é
evidente para nds, nesse sentido, estamos experimentando por meio da intuicdo e
da imaginacgao.

Mas, como mencionamos anteriormente, a visualizagcdo ndo é apenas o que
vemos de imediato, ela vai além do que € evidente. O capitulo em que
apresentamos trés ideias distintas de visualizacdo € um indicativo disso.
Primeiramente falamos sobre a visualizacdo geométrica, que traz geometria como
uma forma de argumentacdo da visualizacdo, para isso utilizamos como um dos
exemplos a ideia do numero quadrado perfeito e sua construcdo geomeétrica. A
visualizacdo algoritmica, que requer um processo de construgcdo para sua
concretizacdo, como por exemplo, a utlizacdo da geometria analitica para
representar a existéncia de dois planos ndo paralelos que se interceptam num
espaco quadridimensional. E a visualizacdo contextualizada, em que apontamos
diferentes aplicacbes a um mesmo conceito, além de concretiza-lo no espaco real.
Como a aplicacdo do conceito de derivada, que se concretiza no mundo fisico (no
caso da velocidade), no mundo biolégico (célculo do fluxo de sangue na artéria), etc.

Desta forma, destacamos esses tipos de visualizacdo no intuito de
compreender que, de certa maneira, fazemos uso de recursos visuais mesmo sem
perceber, isso vai de encontro a nocao singular de que visualizar remete somente ao
ato de ver.

Porém, captar a esséncia do conceito de visualizacdo ndo basta para
entendermos o motivo pelo qual ndo possa ser considerada como forma de
argumentacdo legitima, como acontecia ha geometria grega. Atualmente
observamos a visualizacdo sendo utilizada apenas como uma ferramenta, ou uma
simples ilustracdo de uma demonstracdo logica, quando em sua natureza é ela que
concretiza o conceito, ndo apenas no caso dos numeros. E por esse motivo que
levantamos a discusséo sobre a cientificidade da visualizacédo, que por sua vez nao
€ movida por regras, métodos, mas permite atingir o conhecimento ndo apenas

pelas vias algoritmicas, mas também geométricas e intuitivas.
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Essa seria uma primeira resposta a questdo norteadora dessa pesquisa, a
visualizacdo pode dar concretude na aquisicdo do conhecimento matematico através
da geometria e dos objetos geométricos. Um exemplo disso é a criacdo dos espacos
de concretizacdo, como por exemplo, 0s espacos artificiais nas geometrias nao-
euclidianas.

Para compreender as possibilidades que a geometria cria no processo de
visualizagcdo, analisamos no capitulo 2, o seu desenvolvimento histérico, com a
finalidade de interpretar o modo de ver e perceber o mundo na geometria grega e
como o desenho geométrico, as constru¢bes com régua e compasso, eram aceitas
como comprovacao de uma teoria.

Uma possivel segunda resposta a questdo inicial dessa pesquisa € que a
visualizacao exerce também um papel de concretude no conhecimento matematico
por meio da analogia, pois 0 pensamento é capaz de construir por meio dela
diferentes interpretacdes de um conceito matematico. Um exemplo que usamos foi o
do hipercubo, construido analisando as etapas anteriores a ele, além disso, a
movimentacdo do hipercubo permite ndo sé a visualizacdo estatica do objeto
geomeétrico, mas possibilita a visualizacdo de suas propriedades, criando uma
dinamicidade a figura. Adotamos assim a analogia como uma forma de visualizac&o
gue, diferentemente do pleno rigor, do método, traz algo mais que o quantitativo, o
gualitativo.

Portanto, a geometria como forma de argumentacdo da visualizacdo, a
analogia e a intuicdo como forma de criar possibilidades de enxergar o raciocinio
I6gico através da sensibilidade matematica, sdo algumas das inUmeras formas de se
concretizar o conhecimento matematico por meio da visualizacao.

Mas nas salas de aula, serd que a visualizacdo vem sendo utilizada como
forma e desenvolver o pensamento visual? Para uma pesquisa futura, seria
interessante colocar em pratica as discussdes e analises por nos realizadas em sala
de aula, estudando a relacdo professor — aluno no que se refere ao ensinar e
apreender conceitos matematicos por meio da visualizacéo.

Inicialmente acreditamos que utilizar a visualizacdo para a construcdo do
pensamento matematico em sala de aula requer atencao, principalmente para que
nao se conduza os alunos a constru¢cdes equivocadas, mas da mesma forma
entendemos a possibilidade para tal feito. Como por exemplo a simples constru¢cbes

de graficos, que ja sdo utilizados inclusive por meio da geometria dinamica. Outro
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exemplo € o pensamento mateméatico sobre o infinito pela analise da geometria
fractal, que também ja vem sido discutida em sala de aula.

E, como anunciamos anteriormente, a visualizacdo é tida por n6s como uma
experiéncia matematica e experiéncia é experienciar. Nada mais belo e legitimo do
que viver a matematica, estuda-la ndo pelo seu exterior, mas interior, analisando
suas transformacdes, movimento e criagdes. Desejamos que essa viagem pelo
imaginario e intuitvo mundo da matematica possa ter levantado novos
guestionamentos e muitas reflexdes, agucando ndo somente a curiosidade, mas a

busca por novas perguntas e ndo apenas respostas.
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