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|- INTRODUGAO

1. POSTULADOS DO DESENHO GEOMETRICO

e

Assim como no estudo da Geometria se aceitam, sem definir, certas nocdes &
primitivas e sem demonstrar certas proposi¢des primitivas (ou postulados, ou axiomas),
no estudo do Desenho € necessario aceitar certos postulados que tornam a matéria
objetiva.

e

10 Postulado: Os Unicos instrumentos permitidos no Desenho Geométrico, além do
lapis, papel, borracha e prancheta, sdo: a régua ndo graduada e o
compasso.

A graduacao da régua ou "escala" s6 pode ser usada para colocar no papel os
dados de um problema ou eventualmente para medir a resposta, a fim de conferi-la.

20 Postulado: E proibido em Desenho Geométrico fazer contas com as medidas dos
dados; todavia, consideragdes algébricas sao permitidas na deducao
(ou justificativa) de um problema, desde que a resposta seja depois
obtida graficamente obdecendo aos outros postulados.

39 Postulado: Em Desenho Geométrico é proibido obter respostas "a mao livre", bem E
como "por tentativas".
Admite-se, no entanto, o tracado de uma cbnica a mao livre ou com o uso de
curvas francesas, desde que a resposta de um problema nao seja obtida através desse
tracado.

0 Geom

2. INSTRUMENTOS DE DESENHO GEOMETRICO

Régua, compasso, esquadros, lapiseira grafite B e HB

3. ExXErciclos BAsicos DE DESENHO GEOMETRICO

3.1 Tragar a mediatriz do segmento AB dado.

3.2 Tracar por um ponto P, uma reta r, perpendicular a reta s.
a) com compasso
b) com esquadros

3.3 Tracar a reta s, paralela a reta r, por um ponto P dado.
a) com compasso
b) com esquadros

Parte 1 = Dese

3.4 Tragar a bissetriz do angulo dado.
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3.5 Construir a circunferéncia que passe pelos pontos A, B e C.
3.6 Dividir o segmento AB em n partes iguais.
3.7 Transportar um angulo dado.
3.8 Construir os angulos de 159, 30¢, 45°, 60°, 752, 90, 1052, 135°, 150°.
a) com compasso
b) com esquadros
3.9 Dividir o angulo de 90° em 3 partes iguais.
3.10 Dividir uma circunferéncia em n partes iguais (n =2, 4, 5, 6, 8, 10)
3.11 Construir um poligono regular de 3, 5 e 6 lados iguais, dado o lado.
3.12 Construir o triangulo ABC, sabendo-se que:
a) O triangulo é equilatero e é dado o lado a = 40mm
b) O triangulo é isésceles, dados a base BC = 40mm e o angulo B = 60°
c) O tridngulo é isosceles e sdo dados a base BC = 40mm e a altura h, = 40mm
d) Sao dados os lados BC = 40mm, o0 angulo C = 45° e a altura h, = 30mm
3.13 Construir um quadrado, dada a diagonal.
3.14 Construir o triangulo ABC e encontrar:
a) O baricentro (G)
O incentro (1)

b)
c) O circuncentro (O)
d) O ortocentro (H)

4. EscALA, FORMATO DE PAPEL, LEGENDA, MARGENS E COTAGEM

4.1 ESCALA
Definicdo: A razao existente entre a distancia grafica u (medida no desenho) e a distancia
natural U (medida real do objeto) chama-se escala e é calculada a partir da equacao 1.

u

E=— 1

U (1)
Onde E é a escala, u € a medida no desenho e U € a medida real. As escalas podem ser:
natural (1:1), de reducéo (1:2,1:50,1:100,...) e de ampliacéo (2:1,5:1,...).

Exercicios:

Representar 1m na escala 1:50.
Representar 1m na escala 1:20.
Representar 1mm na escala 15:1.

L~

Um segmento foi representado por r, na escala E. Determinar sua medida real.
a)r=18,5cm; E=1:700
b) r = 14cm; E=1:20
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4.2 FORMATO DE PAPEL

Formatos da série A:

As dimensbes das folhas do formato A sdo padronizadas pela ABNT. Sao formatos
baseados em um retangulo de &rea igual a 1m? (formato A0). A partir deste formato basico sdo
obtidos os demais formatos da série A: A1, A2, A3 e A4, através da divisdo dos retangulos
obtidos sempre ao meio, conforme Figura 1.

Tabela 1 — Formato do papel e margens

FORMATO DIMENSOES MARGEM ESQUERDA | OUTRAS MARGENS
A4 210 x 297mm 25mm 7mm
A3 420 x 297mm 25mm 7mm
A2 594 x 420mm 25mm 7mm
A1 841 x 594mm 25mm 10mm
A0 1189 x 841mm 25mm 10mm

As folhas de desenho acima do padrdo A4 devem ser dobradas para facilitar seu
arquivamento. O tamanho final de todos os formatos é A4. A forma de dobragem para o
formato AO é apresentado na Figura 2, para o formato A1, na Figura 3, para o formato A2 na
Figura 4 e para o formato A3 na Figura 5. A margem esquerda é maior devido ao

arquivamento.
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Figura 1 — Formato Série A
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Figura 2 — Dobragem do papel formato A0
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Figura 3 — Dobragem do papel formato A1
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Figura 4 — Dobragem do papel formato A2
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Figura 5 — Dobragem do papel formato A3
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4.3 LEGENDA

A legenda deve ficar na parte externa ao final do dobramento e representa o espaco onde
deverdo constar as informagdes sobre o desenho: niumero do desenho, titulo, origem, data,
escala, profissional responsavel pelo projeto, contetdo e demais informacdes pertinentes. Sua
altura pode variar, porém a largura é especificada pela ABNT, conforme apresentado na tabela
2. O espago reservado para a legenda somado a margem direita sempre resultara num total de
185mm. Na Figura 6 é apresentado um modelo de legenda. O titulo deve estar centralizado.

Tabela 2 — Formato do papel e margens

Formato Legenda
A0 e A1 175mm
A2, A3 e A4 | 178mm

fTuLo ,

! COLOCAR O TiTULO

CURSO NOME DO CURSO ) UFPR DATA TRABALHO
PISCPLNA - EXPRESSAO GRAFICA - TURMA LN Ese.

ALUNO(A) NOTA

Figura 6 — Modelo de Legenda

4.4 COTAGEM

Para que um objeto possa ser fabricado € necessario que se forneca sua forma e
dimensdes. As dimensdes mostradas no desenho recebem o nome de cotas e a técnica de
representa-las chama-se cotagem. As cotas podem ser colocadas dentro ou fora do desenho,
com a maxima clareza, de modo a admitir interpretacdo unica. A linha de cota é fina e tracada
sempre paralela a dimensao representada. O valor representa a dimensao em milimetros ou
outra unidade, conforme indicacdo na legenda. Os valores representam as medidas reais do
objeto e a escala sera indicada na legenda.

Nas extremidades da linha de cota sédo colocadas setas, com comprimentos de 2 a 3mm e
largura de aproximadamente 1/3 deste comprimento. Estas setas sdo delimitadas por linhas de
extensdo, que ficam ligeiramente afastadas do desenho. As regras de cotagem podem ser
encontradas na ABNT.
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Il - LUGARES GEOMETRICOS, ANGULOS E SEGMENTOS

1. O METODO DOS LUGARES GEOMETRICOS

Os problemas em Desenho Geométrico resumem-se em encontrar pontos. E para
determinar um ponto basta obter o cruzamento entre duas linhas.

Definicdo: Um conjunto de pontos do plano constitui um lugar geométrico (LG) em relacdo a
uma determinada propriedade P quando satisfaz as seguintes condigdes:
a) Todo ponto que pertence ao lugar geométrico possui a propriedade P;
b) Todo ponto que possui a propriedade P pertence ao lugar geométrico.

Observacao: Na resolucéo de problemas, procuramos construir graficamente uma determinada
figura que satisfaca as condicdes impostas (ou propriedades). Geralmente, estas condi¢des
impostas sao lugares geométricos construtiveis com régua e compasso. O emprego de figuras
que constituem lugares geométricos na resolucao de problemas graficos € chamado de Método
dos Lugares Geométricos. Na discussdo do problema deve constar o niumero de possiveis
solucdes.

1.1 LUGAR GEOMETRICO 1 - CIRCUNFERENCIA

Propriedade: O lugar geométrico dos pontos do plano situados a uma distancia constante, r, de
um ponto fixo O é a circunferéncia de centro O e raio r.
Notacao: Circunf(O,r).

Exercicios:

1. Dados o ponto P, a reta t e uma distancia d. Determinar um ponto X da reta t que esteja a
distancia d do ponto P.

Discussao:
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2. Dados os pontos A e B, e as distancias m e n. Obter um ponto X que esteja situado a
distancia mde A e nde B.

h= 1
mn)

Discussao:

3. Construir um triangulo ABC sendo dados os trés lados a, b e c.

Discussao:

Observacao: Construir um triangulo equivale a determinar 3 pontos (vértices). Devemos levar
em consideracgao: a posicao, a forma e o tamanho.

Propriedade dos tridngulos: um triangulo fica determinado em forma e tamanho quando dele
sao conhecidos 3 elementos, sendo pelos menos um deles linear, isto €, um lado ou uma
mediana, etc.

4. Dados os pontos A e B, e uma distancia r. Construir a circunferéncia que passa pelos pontos
A e B e que tenha raio igual ar.

IA .B

Discussao:
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Exercicios propostos:

1. Dados o ponto A, a circunferéncia A e a distancia r. Determinar um ponto X de A que esteja a
distancia r do ponto A.

A

Discussao:

2. Dados os pontos B e C e uma circunferéncia A. Construir um triangulo ABC, sendo dado o
lado b e sabendo que o vértice A pertence a circunferéncia A.

-

Discussao:

3. Dados a reta s, 0 ponto A e a distancia d. Construir o triangulo ABC, is6sceles de base BC,
sabendo os lados tém medida d e que a base BC esta contida na reta s.

Discussao:
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4. Dados os pontos B e C e a reta s. Construir um tridngulo ABC, sendo dado o lado b e
sabendo que A pertence a reta s.

1}

Discussao:

5. Dados o ponto P, a reta s e a distancia r. Construir a circunferéncia que passe pelo ponto P,
tenha raio r e cujo centro pertenca a reta s.

Discussao:

6. Construir uma forma humana, um objeto e um animal utilizando apenas arcos de
circunferéncia.

7. Reproduza a forma apresentada na figura 7, construindo um quadrado de | = 50mm. Com

centro no ponto médio dos lados, construa arcos de circunferéncia externos com raio 25mm
e internos com raio 15mm. Com centro nos vértices do quadrado construa os arcos internos.

Figura 7 — Arcos de circunferéncia
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1.2 LUGAR GEOMETRICO 2 - MEDIATRIZ

Propriedade: O lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de dois pontos A e B dados
€ a mediatriz do segmento AB.

Definicdo: Uma circunferéncia é dita circunscrita a um triangulo quando ela passa pelos seus
trés vértices. O centro da circunferéncia circunscrita € denominado circuncentro.

Definicdo: Duas retas séo ditas perpendiculares quando sao concorrentes e formam angulos de
90° entre si.

Definicdo: A distadncia de um ponto a uma reta é a medida do segmento tracado do ponto até a
reta, perpendicularmente a mesma.

Exercicios:

1. Construir a mediatriz do segmento dado AB.

Discussao:

2. Dados dois pontos B e C e uma circunferéncia A. Construir um triangulo ABC, isésceles, de
base BC, sabendo-se que o vértice A pertence a A.

Discussao:
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3. Dados trés pontos A, B e C, ndo colineares, construir a circunferéncia que passe por esses
pontos.

Discussao:

Exercicios Propostos:

1. Dados os pontos B e C e a reta a. Determinar um ponto de a que seja equidistante de B e C.

Discussao:

2. Dados os pontos A, B e C, e uma distancia r. Determinar um ponto X, tal que a distancia de
X a B sejaigual a r e X seja equidistante de A e C.

"A

Discussao:

UFPR - Setor de Ciéncias Exatas - Departamento de Expresséo Gréafica - Prof® Deise e Prof® Luzia



Expressao Gréafica — Desenho Geométrico 12

4. Dados os pontos A, B, C e D. Determinar um ponto X que seja equidistante de A e B, e que
seja também equidistante de C e D.

Discussao:

5. Dados os pontos P e Q e uma reta s. Construir uma circunferéncia que passe por P e Q,
sabendo que seu centro pertence a reta s.

Discussao:

6. Construir um triangulo ABC, sendo dados a, b e A=90°.
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1.3 LUGAR GEOMETRICO 3 - PARALELAS

Propriedade: O lugar geométrico dos pontos do plano que estdo a uma distancia d de uma reta
r, compde-se de duas retas s; e sp, paralelas a reta r e que tém distancia até ela igual a
distancia dada.

Exercicios:

1. Dados uma reta t e um ponto P, ndo pertencente a t, tracar pelo ponto P, a reta s paralela a
reta t.

2. Dada uma reta r, construir o LG dos pontos que distam 2cm de r.

Discussao:

3. Sdo dados um ponto A, uma reta t e uma distancia r. Construir uma circunferéncia de raio r,
que passe pelo ponto A e seja tangente a reta t.

Discussao:
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Exercicios Propostos:

1. Dados a reta r, os pontos A e B sobre r e o ponto P fora de r. Construir uma circunferéncia
que passe por A e B, sabendo que o seu centro pertence a reta paralela a r conduzida por
P.

Discussao:

2. Dadas duas retas a e b concorrentes, construir uma circunferéncia de raio r que seja
tangente as duas retas.

Discussao:

3. Dadas duas retas concorrentes s e t e um ponto P fora delas. Determinar a reta r que passe
por P e seja paralela a reta t. Construir uma circunferéncia tangente a reta t, sabendo que o
seu centro € o ponto de intersecao das retasr e s.

Discussao:

UFPR - Setor de Ciéncias Exatas - Departamento de Expresséo Gréafica - Prof® Deise e Prof® Luzia



Expressao Gréafica — Desenho Geométrico 15

4. Dados dois pontos A e B, a reta r e a distancia d. Obter um ponto X que diste d de r e seja
equidistante de A e B.

Discussao:

5. Obter um triangulo is6sceles MNP de base NP que possua a mesma area do tridngulo dado
ABC, tal que sua base coincida com a base BC.

Discussao:

6. Construir um quadrado com 100mm de lado, dividir horizontalmente o quadrado. Na parte
superior construir linhas paralelas distantes 10mm umas das outras e na parte inferior
construir linhas paralelas entre si, verticalmente, e distantes 10mm umas das outras.

7. Reproduzir a figura abaixo, construindo um quadrado com 100mm de lado e divida os lados
superior e lateral esquerdo em 7 partes iguais, a partir destes pontos, construir retas
paralelas e concluir o desenho conforme apresentado na figura 8.

L] ]

L] ]

Figura 8 - Paralelas
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1.4 LUGAR GEOMETRICO 4 - BISSETRIZ

Propriedade: O lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de duas retas concorrentes
dadas é composto por duas outras retas, perpendiculares entre si e bissetrizes dos angulos
formados pelas retas dadas.

Exercicios:

1. Construir a bissetriz do angulo dado.

2. Dadas as retas a, b e c. Construir uma circunferéncia tangente as retas b e ¢, sabendo-se
gue o0 seu centro pertence a reta a.

Discussao:

3. Dadas duas retas r e s concorrentes num ponto C e uma distancia /. Construir uma
circunferéncia tangente as retas r e s, sabendo-se que a distancia do seu centro a C é igual
al.

Discussao:
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4. Construir a circunferéncia inscrita ao triangulo ABC dado, e as circunferéncias ex-inscritas.
Dados: a=90mm, b=75mm, c=60mm.

Definicdo: Uma circunferéncia é dita inscrita a um tridngulo quando ela for tangente aos lados
do triangulo. O centro da circunferéncia inscrita € denominado incentro. Uma circunferéncia é
ex-inscrita ao triangulo quando ela for tangente a um dos lados e aos prolongamentos dos
outros dois. O centro da circunferéncia ex-inscrita € denominado de ex-incentro.
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1.5 ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Definicdo 1: Em uma circunferéncia de centro O e raio r, define-se:
e Corda: é qualquer segmento que possui as extremidades em dois pontos da
circunferéncia;
e Didmetro: é qualquer corda que passa pelo centro de uma circunferéncia;

——e

¢ Dois pontos A e B de uma circunferéncia dividem-na em duas partes, AME e AMNE.
Cada parte denomina-se arco circular ou simplesmente arco e os pontos A e B sao os
extremos (Figura 09).

N
Figura 09 — Arcos de circunferéncia

T e T
Notacao: AMEB, ANB, AB (esta ultima representacéo vale somente para o menor arco)
Observacao: A corda que une os extremos de um arco subtende o arco.

Definicdo 2: Angulo central é todo o angulo que possui o vértice no centro da circunferéncia e
cada um de seus lados contém um raio da mesma (Figura 10).

Figura 10 — Angulo Central

Observacoes:

1. O arco interceptado por um angulo central é correspondente a esse angulo, ou ele é
chamado arco que o angulo central enxerga.

2. A medida angular de um arco de circunferéncia € a medida do angulo central
correspondente.
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Definicdo 3: Angulo inscrito é todo angulo convexo que possui seu vértice sobre a
circunferéncia e cada um de seus lados contém uma corda da mesma (Figura
11).

Figura 11 — Angulo Inscrito

Observacoes:

1. O arco interceptado por um angulo inscrito é correspondente a esse angulo, ou ele é
chamado arco que o angulo inscrito enxerga.

2. Quando os lados de um angulo inscrito e de um angulo central cortam-se sobre 0s mesmos
pontos sobre a mesma circunferéncia entao eles sdo ditos angulos correspondentes na
circunferéncia.

Definicdo 4: Angulo de segmento (ou angulo semi-inscrito) é o angulo formado por uma corda e
a tangente a circunferéncia conduzida por uma das extremidades da corda (Figura
12).

Figura 12 — Angulo de Segmento

Propriedade 1: A medida do angulo externo de um tridngulo € igual a soma dos outros dois
angulos internos ndo adjacentes (Figura 13).

Figura 13 — Angulo Externo
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Propriedade 2: Todo angulo inscrito numa circunferéncia mede a metade do angulo central
correspondente.

elels

Propriedade 3: A medida de um angulo de segmento é igual a metade da medida do angulo
central correspondente.

(@

Observacao: Pode-se dizer, entdo, que o angulo de segmento, assim como o angulo inscrito,
tem sua medida igual a metade do angulo central correspondente.
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Exercicios Propostos:

1. Obter o raio de uma circunferéncia dada, sem utilizar o seu centro.
2. Calcular o valor de x.
a) b)

@
B ¢

90 araus 220 graus

d) e) f)

7

L\
N
5

70

g)

)
h) % )
3
)

UFPR - Setor de Ciéncias Exatas - Departamento de Expresséo Gréafica - Prof® Deise e Prof® Luzia



Expressao Gréafica — Desenho Geométrico 22

1.6 LUGAR GEOMETRICO 5 — ARCO CAPAZ

Propriedade: O lugar geométrico dos pontos do plano que enxergam um segmento AB
segundo um angulo de medida o constante € o par de arcos capazes do angulo
o descrito sobre AB.

Exercicios:
1. Construir o par de arcos capazes de um segmento AB dado segundo um angulo dado o.

a)

b) o = 60° c) a=120°
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2. Quanto vale a em funcao de b?

N

3. Quanto vale o angulo inscrito numa semicircunferéncia?

4. S&o dados uma circunferéncia A de centro O e um ponto P exterior a mesma. Tracgar pelo
ponto P retas tangentes a A.

5. Construir um triangulo ABC dados o lado a=50mm, a altura h,=30mm e o angulo A=60°.
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Exercicios Propostos:

1. Construir os arcos capazes do segmento AB=4cm segundo os angulos de 30°, 45°, 60°,
90°, 120°, 135°, e 150°.

2. Construir um triangulo ABC, sendo dados o lado a=50mm, a altura relativa ao lado a,
ha=30mm e o angulo e A=60°.
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2. Construir um triangulo ABC sendo dados dois vértices A e B, sabendo-se que o vértice C
pertence & reta dada r e que € mede 60°.

3. Construir um triangulo ABC, dados o vértice B, a circunferéncia inscrita e o lado a.

4. Sao dados dois pontos B e C e uma circunferéncia A. Construir um triangulo ABC, sabendo-
se que A pertence a A e A=600.
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5. Dados dois pontos P e Q e um segmento AB determine um ponto X que seja equidistante
de P e Q, sabendo-se que X enxerga AB segundo um angulo de 30°.

6. Dados dois pontos A e B e uma distancia d, determine um ponto P distante d de A tal que o
angulo APB seja 60°.
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2. OPERACOES COM SEGMENTOS

2.1 DIVISAO DE UM SEGMENTO EM PARTES PROPORCIONAIS

Teorema de Tales: um feixe de retas concorrentes corta um outro feixe de retas paralelas
segundo segmentos proporcionais.

Exercicios:
1. Dividir um segmento AB em n partes iguais.

2. Dividir um segmento AB em partes proporcionais a segmentos dados.

3. Dividir um segmento AB em partes proporcionais a niumeros dados.
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Exercicios Propostos:

1. Dados os segmentos 2p=15cm, q=5cm, r=3,5cm e s=4cm. Construir um tridngulo ABC de
perimetro igual a 2p, sabendo-se que os lados a, b e ¢ sdo proporcionais a q, r e s,
respectivamente.

2. Construir um triangulo ABC, sendo dados a+b = 9cm, o angulo C = 60°, e sabendo-se que a
e b sdo proporcionais a 2 e 3, respectivamente.

3. Dado um segmento m, obter um segmento X, tal que x = 2/5m.
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2.2 QUARTA PROPORCIONAL

Definicdo: Dados trés segmentos (ou numeros) a, b e ¢, a quarta proporcional aos trés
segmentos € um segmento (ou numero) X, tal que, na ordem dada, eles formem uma
proporcéo, conforme equacao 2:

== 2)

X

S

Exercicio:
1. Dados os segmentos a, b e ¢ obter a quarta proporcional nesta ordem.

2.3 TERCEIRA PROPORCIONAL

Definicdo: Dados dois segmentos (ou numeros) a e b, a terceira proporcional aos dois
segmentos € um segmento x, tal que, na ordem dada, eles formem uma proporgao, conforme
equacgao 3 :

(3)

S
= | S

Exercicios:
1. Obter a terceira proporcional aos segmentos a e b, nessa ordem.

2. Dados os segmentos |=3cm, m=3,5cm e n=4cm. Construir um triangulo ABC, sabendo-se
que A=60°, a=(m.n)/l e b=I*/n.
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2.4 MEDIA ARITIMETICA

A média aritimética entre dois segmentos € a soma dois, dividida por dois. A forma
geomeétrica é dada pela equacéo 4.

_a+b

; @

X

2.5 MEDIA GEOMETRICA (OU MEDIA PROPORCIONAL)

Dados dois segmentos p e g, a média geométrica entre eles € o segmento x, tal que (Eq.
5):

% = ou x2 =p.q ou X=.pq (5)

Q| =

Propriedade: Sejam m e n as projecoes ortogonais dos catetos b e c, respectivamente, sobre a
hipotenusa a de um triangulo retangulo ABC. Tem-se entdo que: b’=a.m, c?=a.n e h=m.n,
sendo h a altura relativa ao angulo reto. Ver Figura 9.

A

Figura 9 — Propriedades no triangulo Retangulo
Exercicios:

1. Construir um triangulo retdngulo sendo dados as projecoes m e n dos catetos b e c,
respectivamente.
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2. Construir um triangulo retangulo sendo dados a hipotenusa a e a projecdo m do cateto b
sobre a hipotenusa.

3. Obter a média geométrica entre os segmentos p e g dados

4. Dado o segmento p, obter:
a)x=p2
b)y=p+3
c)z=p /4
d)t=p+10
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Exercicios Propostos:

1. Dados a, b e ¢c. Obter um segmento x tal que x? = (a+b).c.

2. Dados a, b e c. Obter um segmento x tal que x* = a°.b/c?.

t
3. Dado o segmento p, obter t, x, y, z tal que ﬁ = % = % = % =

sl

32
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2.6 APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

T2eor§mg de Pitagoras: Num triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢ tem-se que
a=b+c.

Exercicios: . s s
1. Dados p e qobterx,talquex =p +q.

2. Dados p e q obter x, tal que X = p2 - q2.

3. Dados p, g e r obter x tal que X = p2 + q2 .

2 2 2 2
4. Dados p, g e r obter um segmento xtalque x =p +q +r -
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2.7 SEGMENTO AUREO (DIVISAO EM MEDIA E EXTREMA RAZAO)

Definicdo: Dado um segmento AB, efetua-se uma divisdo aurea de AB por meio de um ponto P,
quando este ponto divide o segmento em duas partes desiguais, tal que a maior
(esta é 0 segmento aureo) é média geométrica entre a menor e o segmento todo.

Assim, 0 segmento AP é aureo do segmento dado AB quando:

- = p AP PB
AB AP

Exercicios:
1. Dado 0 segmento AB obter o seu segmento aureo AP.

Consideracgao: o o
Seja 0 segmento AB de medida a, como queremos a medida do segmento aureo de AB

consideremos AP=X, onde x € uma medida a ser determinada. Logo, PB=(a-x).
Como AP deve ser aureo de AB entdo deve satisfazer a seguinte relacdo: AP2 = AB.PB
ou X2 = a.(a-x)
X =a -ax
2 2
X +ax-a =0

Portanto, a solucao desta equacéo é:
x,_ —a+a\/§ _ a\/g_ﬁ
2 2 2

_ i 2 4 2
a va© + 4a = x,,:—a—a\/gz_(a\/g_i_gj

2
2 2

2

Consideremos destas duas raizes apenas =’ (por ter medida menor que a=AB). Para
determinarmos a medida do segmento aureo devemos obter um segmento com a medida x, ou

seja, obter os segmentos de medidas:

5 . . A
a;/_ e %. Basta observar que estas medidas sado hipotenusa e cateto de um tridngulo
retdngulo de catetos a e a/2.

Construgo:
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2. Dado o segmento AB obter AQ, do qual AB seja aureo.

Consideracgo:

Conhecemos agora a medida do segmento aureo AB, fazendo AB=a e AQ=X (pOis
devemos achar sua medida) ent&do BQ=(x-a).
—_ , —_ ~ e . _2 _— .
Como AB deve ser aureo de AQ entao pela definicdo devemos ter: AB = BQ.AQ. Ou seja,

2
a” = (x-a).x
(xa)x
a =x -ax

2 2
X -ax-a =0

Portanto, a solucdo desta equacéo é:

’ a+a\/§ Cl\/g a
X = ==t

a t va’ + 4a° 2 2
X = = ” a—a\/g a\/g a
2 X = =— +—
2 2 2

Consideremos apenas a primeira raiz x’. Assim, para obter a medida de AQ basta
construir um triangulo retangulo, onde a e a/2 sdo catetos e a+/5/2 sera a hipotenusa.

Construgo:

Observacoes:

a) Segundo Euclides, encontrar o segmento aureo € dividir um segmento em média e extrema

razao.
b) A existéncia de duas raizes indica que existem dois pontos P e P, que dividem o segmento

AB em duas partes desiguais, tal que a maior seja média geométrica entre a menor € 0
segmento todo. Mas somente o segmento AP é dito segmento aureo de AB.

a\/g a a a5 a a
c L2 5-1)=0,618a , + 2S5+ =1618a e d=1618.
) 2 2 2( ) 2 2 2( )
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Exercicios Propostos:

1. Construir o segmento aureo de um segmento AB dado de 100mm de medida. Qual é,
aproximadamente, a medida desse segmento?

2. Construir um retangulo aureo.

3. Construir uma espiral urea.

4. Construir um triangulo ABC sendo dados o lado a, aureo do segmento p=6,5cm, a altura
hp,=3cm, relativa ao lado b e 0 &ngulo A=60°.
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Il = TRIANGULOS E QUADRILATEROS

1. CEVIANAS E PONTOS NOTAVEIS DE UM TRIANGULO

Definicao 1: Ceviana é todo segmento que tem uma extremidade num vértice qualquer de um
triangulo e a outra num ponto qualquer da reta suporte do lado oposto a esse
vértice.

Definicdo 2: O encontro das mediatrizes dos lados de um tridngulo é Unico e chama-se
circuncentro.

Propriedade 1: O circuncentro € o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Observacao: O circuncentro pode ser interno (no triangulo acutangulo) ou externo (no triangulo
obtuséngulo) ou pertencer a um dos lados, sendo, neste caso o seu ponto médio (no tridngulo
retangulo).

Definicdo 3: Mediana é toda ceviana que tem uma extremidade no ponto médio de um lado. O
ponto de encontro das medianas € Unico e chama-se baricentro.

Propriedade 2: 0 segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo
ao terceiro lado e tem por medida a metade da medida do terceiro lado.

Propriedade 3: O baricentro de um tridngulo divide cada mediana na razao de 2 para 1, a partir
do vértice.

Observacao: O baricentro é sempre interno ao triangulo.

Definicdo 4: Bissetriz_interna é toda ceviana que divide um angulo interno em dois angulos
adjacentes e congruentes. O ponto de encontro das bissetrizes internas é Unico e
chama-se incentro.

Propriedade 4: O incentro € o centro da circunferéncia inscrita ao triangulo.

Observacao: O incentro é sempre interno ao triangulo.

Definicdo 5: Altura é toda ceviana perpendicular a um lado ou ao seu suporte. O ponto de
encontro das alturas de um triangulo € Unico e chama-se ortocentro.

Observacao: O ortocentro pode ser interno (no triangulo acutangulo) ou externo (no tridngulo
obtusangulo) ou coincidir com um dos vértices, no caso, o do angulo reto (no
triangulo retangulo).

Definicao 6: O tridngulo HyHH: € denominado triangulo 6rtico ou pedal.
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2. CONSTRUCAO DE TRIANGULOS

Construir um triangulo significa determinar a posicdo dos seus vértices. Devem ser
fornecidos sempre 3 elementos, um deles necessariamente linear, isto €, ou um lado ou uma
altura ou uma mediana, etc.

Na discussao da quantidade de solugdes pode-se analisar a posicao na qual o triangulo
foi desenhado e o tamanho obtido.

Exercicios:

1. Construir triangulo ABC, sendo dados:

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

os trés lados. a=5cm, b=4,5, c=5cm.

dois lados e um angulo adjacente. a=5cm, b=3,5cm, B=30°.

um lado e dois angulos adjacentes. a=5cm, B=30°, C=45°.

um lado, angulo oposto e angulo adjacente. a=4cm, A=45°B=22,5°.
dois lados e o0 dngulo oposto ao terceiro lado. a=4cm, b=3cm, C =60°.

2. Construir o triangulo ABC, retangulo em A, dados:

2.1.

2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

um cateto e o angulo oposto. b=2cm, B=30°,

a hipotenusa e um angulo adjacente. a=4cm, B=60°.

a hipotenusa e um cateto. a=5¢cm, c=2cm.

os catetos. b=3,5; c=2cm.

as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. m=2cm, n=3cm

um cateto e a sua projecao sobre a hipotenusa. c=3,5cm; n=2cm.

3. Construir triangulo ABC, dados dois angulos B=60°e C=45°¢

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

uma altura. h,=3,5cm.

uma mediana. my=4,5cm.

uma bissetriz. by=4cm.

o raio da circunferéncia circunscrita. R=3cm.
o raio da circunferéncia inscrita. r=1,5cm.

4. Construir o triangulo ABC, dados

4.1,
4.2.
4.3.

4.4.
4.5.
4.6.

4.7.
4.8.
4.9.

dois lados e a altura relativa a um deles. a=3,5cm, c=2,5cm, h,=2cm.

um lado, altura relativa ao mesmo e um angulo adjacente. a=3cm, h,=2cm, B=30°

um lado, um angulo adjacente e a mediana relativa ao mesmo. a=4cm, B=45°,
ma=2,50m

dois lados e a altura relativa ao terceiro lado. b=4,5cm, c=4cm, h,=3cm.

um lado, angulo oposto e a altura relativa ao mesmo. a=3,5cm, h,=2,5, A=45°.

um lado, altura relativa ao mesmo e altura relativa a outro lado. a=5cm, h,=3,5¢cm,
hp=4cm.

um lado e as alturas relativas aos outros lados. a=5cm, hp=4cm, h,=4,5cm.
dois lados e a mediana relativa a um deles. a=5cm, c=4cm, m.=4,5.

um lado, mediana relativa ao mesmo e a altura relativa ao outro lado. a=6cm,
ma=3,5cm, hpy=5cm.

4.10.dois lados e a mediana relativa ao terceiro. a=5cm, c=4cm, mp=3,5.
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4.11.as medianas. my=3cm, mp=4cm, m.=5cm.

4.12.um angulo, mediana relativa ao lado oposto e outra mediana. A=60°, m.=5cm,
me=4cm.

4.13.uma altura e uma mediana relativas ao mesmo lado e o raio da circunferéncia
circunscrita. ha=4cm; my=4,5cm; R=3,5cm

4.14.um lado, um angulo e o raio da circunferéncia inscrita. b=6¢m, r=1,5cm; A=90°.
4.15.0s pontos médios dos lados em posicdo. M;Mp=3,5cm, M;M.=3cm, MpM.=2,5.

3. ALGUMAS PROPRIEDADES DOS QUADRILATEROS

e Num quadrilatero qualquer ABCD a soma dos
angulos internos é 360°.

e Um quadrildtero ABCD ¢ inscritivel quando a soma
de seus angulos opostos é 180°.

e Um quadrilatero ABCD e circunscritivel quando C
as somas das medidas de seus lados opostos sdo
iguais.

4. CONSTRUCAO DE QUADRILATEROS

Um quadrilatero pode ser entendido como uma composicdo de dois tridngulos. Para
construi-lo, € necessario conhecer 5 de seus elementos, sendo necessariamente um deles
linear:

e Com trés deles, pode-se construir um dos triangulos em que o quadrilatero fica dividido
por uma de suas diagonais;

e Com os outros dois determina-se o quarto vértice.

Observacao: Quando se trata de um quadrilatero notavel, ha dados que ja estao implicitos.

5. QUADRILATEROS NOTAVEIS

5.1. TRAPEZIO

Definicdo: Trapézio é todo quadrilatero que possui um par, e somente um par, de lados opostos
paralelos.
A distancia entre as bases € chamada de altura do trapézio.
Os trapézios se classificam em:
e Escaleno: quando os lados ndo-paralelos ndo sao congruentes (a)
e |sésceles: quando os lados ndo-paralelos sdo congruentes (b)
e Retangulo: quando um dos os lados nao-paralelos é perpendicular as bases (c)

A B A B A —i
D \ C D o D C
(a) (b) (c)

Propriedade: Num trapézio isésceles os angulos de uma mesma base sdo iguais e as
diagonais s&o também sao iguais.
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5.2. PARALELOGRAMO

Definicdo: Paralelogramo é todo quadrilatero que possui os pares de lados opostos
respectivamente paralelos.

Propriedades:

Os angulos opostos sao iguais, os lados opostos sdo iguais e as diagonais interceptam-se
em no ponto médio.

Os paralelogramos se classificam em:

Paralelogramos

Retangulo: quando possui angulos retos.

Losango: quando possui 0os quatro lados congruentes.

Quadrado: quando possui 0s angulo retos e os quatro lados congruentes.

O retangulo, o quadrado e o losango possuem todas as propriedades dos paralelogramos.
E, além disso, possuem as seguintes propriedades:

e Em todo retdngulo as diagonais sao

e Em todo losango as diagonais séao e
dos angulos internos.

e Como todo quadrado €& um retangulo, entdo suas diagonais sao
, € como ele também ¢é losango, suas diagonais sao
e dos angulos internos.
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Exercicios:
1.

Construir um quadrado dado
1.1.0 lado. a=3cm.

1.2.a diagonal. BD=4cm.

1.3.0 segmento aureo do lado. a=3cm.

1.4.0 raio da circunferéncia circunscrita. R=2,5cm.
1.5.0 raio da circunferéncia inscrita. r=2cm.

. Construir um retangulo dados

2.1.0s lados. a=4cm, b=2,5cm.

2.2.diagonal e o lado. a=2,5, d=3,5.

2.3.diagonal e o angulo formado pelas mesmas. d=4cm, a=120°.

2.4.0 semi-perimetro p e a média proporcional m dos dois lados. p=8cm, m=3cm
2.5.um lado sabendo-se que o0 mesmo é aureo do outro. I=3cm.

. Construir um losango dados:

3.1.as diagonais. AC=5cm, BD=3cm.
3.2.um lado e uma diagonal. AB=3cm, AC=4,5.

3.3.um lado e um angulo. AB=3cm, C=45°.

Construir um paralelogramo ABCD dados

4.1.0s lados e um angulo. AB=4cm, BC=7cm, B =45°.

4.2.0s lados e uma diagonal. AB=5cm, BC=3cm, AC=4cm.

4.3. as diagonais e um lado. AC=5cm, BD=4cm, BC=2,5cm.

4.4. as diagonais e 0 angulo por elas formado. BD=4cm, AC=3cm, a=120"°.
4.5.0s lados e a altura. BC=5cm, AB=3cm, hgc=2,5.

. Construir um trapézio ABCD dados

5.1.0s lados. AB=5,5cm, BC=3,5cm, CD=4cm, AD=3cm.
5.2.as bases e as diagonais. AB=4,5cm, CD=3,5cm; BD=5,5cm; AC=5cm

5.3.as bases, uma diagonal e o angulo formado pelas diagonais. AB=4,5¢cm; AC=4cm,
DC=2,5, AEB=120° (E é o ponto de interse¢ao das diagonais).

5.4.uma base, dois lados e o angulo formado por um dos lados com a base dada.
AB=4,5cm, AD=3cm, BC=2,5, A=60°.

. Construir um trapézio isdsceles dados

6.1.as bases e altura. AB=3cm, CD=4,5cm, h=2cm.
6.2.as bases e uma diagonal. AB=4cm, CD=3cm, AC=4cm.
6.3.as bases e o raio da circunferéncia circunscrita. AB=5,5cm, CD=3cm, R=3cm.

Construir um trapézio retangulo em A dados
7.1.as bases € a altura. AB=3,5cm, CD=2cm, h=2,5cm.

7.2.uma base, um lado e a altura. AB=3,5cm; BC=2,5cm; h=2cm.
7.3.uma base, a soma da outra base com um lado e a altura. AB=4cm, s=6cm, h=2cm.

Construir um quadrilatero qualquer dados
8.1.0s lados e uma diagonal. AB=5,5cm; BC=3,5cm; CD=4,5cm; DA=2cm; AC=6cm.

8.2.0s lados e um angulo. AB=5cm; BC=3cm; CD=5,5cm; DA=5cm; B=105°.
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IV - TANGENCIA E CONCORDANCIA

1. PROPRIEDADES DE TANGENCIA

Definicdo 1: A tangente a uma curva € uma reta que tem um sé ponto em comum com esta
curva.

Propriedade 1: Toda reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de
tangéncia.

Definicdo 2: Duas curvas sdo tangentes num ponto dado T, quando as tangentes a essas
curvas nesse ponto sdo coincidentes.

Propriedade 2: Se duas circunferéncias sdo tangentes entao o ponto de tangéncia e os centros
sdo colineares.

Observacao: Duas circunferéncias podem se tangenciar interna ou externamente.

2. PROPRIEDADES DE CONCORDANCIA

Definicdo: Concordar duas linhas é reuni-las de forma tal que nos pontos de contato se possa
passar de uma para a outra sem reversao ou angulo. Ponto de concordéancia é o
ponto de contato das linhas concordantes (o ponto de concordancia entre duas
linhas concordantes corresponde ao ponto de tangéncia entre duas linhas
tangentes). Centro de concordéncia € cada um dos centros das curvas
concordantes.

Propriedades de concordancia:

1. Um arco e uma reta estdo em concordancia num ponto quando a reta € tangente ao arco
nesse ponto.

2. Na concordancia de reta com arco de circunferéncia, o ponto de concordancia e o centro de
concordancia estdo sobre uma mesma perpendicular.
Dois arcos de circunferéncia estao em concordancia num ponto quando admitem nesse
ponto uma tangente comum.
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3. PROBLEMAS DE TANGENCIA

1. Tracar reta tangente a uma circunferéncia (C, m) dada, por um ponto da mesma.

2. Tragar retas tangentes a uma circunferéncia (C, m) paralelas a uma reta s dada.

O\

3. Tragar tangentes a uma circunferéncia (C,m) dada pelo ponto P.

*P
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4. Tracar retas tangentes comuns a duas circunferéncias (A, m) e (B, n) dadas.

4.1.Tangentes exteriores

4.2.Tangentes interiores

44
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5. Tracar circunferéncias de centro O dado, tangentes a reta t dada.

6. Tracar circunferéncias de centro O dado, tangentes a circunferéncia (C, m).

O

7. Tragar circunferéncias de raio r, tangentes a reta t num ponto T da mesma.

45
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8. Construir as circunferéncias de raio r, tangentes a circunferéncia (C, m) num ponto T da
mesma.

9. Tracgar circunferéncia que passa por um ponto P e é tangente a circunferéncia (C, m)em T.

10. Tracar circunferéncias que passam pelo ponto P e sdo tangentes aretarem T.
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11.Tracar circunferéncias tangentes as retas r e s, dado o ponto de tangéncia T sobre uma
delas.

a) ressao paralelas b) r e s sdo concorrentes

12.Tracar circunferéncias de raio r, que passam pelo ponto P e que sejam tangentes a
circunferéncia (C, m).

P

13.Tracar circunferéncias de raio r, que passem pelo ponto P e que sejam tangentes a reta s.

P

Tracar circunferéncias de raio r, tangentes as retas s e t.
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15. Tragar circunferéncias de raio r, tangentes a reta t e a circunferéncia (C,m).
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16. Tragar circunferéncias de raio r, tangentes as circunferéncias (C,m) e (D,n).

17. Tracar circunferéncias tangentes as retas r, s e t, sendo r e s paralelas.

7
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18. Tracar circunferéncias tangentes aretat em T e a circunferéncia (C,m).

19. Tracar circunferéncias tangentes a reta t e a circunferéncia (C,m) em T.
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V - DIvisAo, RETIFICAGAO E DESRETIFICAGAO DA CIRCUNFERENCIA
E POLIGONOS REGULARES

1. DIvViSAO DA CIRCUNFERENCIA EM PARTES IGUAIS

Dividir a circunferéncia em partes (ou arcos) iguais € o mesmo que construir poligonos
regulares. Isso porque os pontos que dividem uma circunferéncia em um ndmero n (n>2)
qualquer de partes iguais sao sempre vértices de um poligono regular inscrito na mesma.

Ao dividir uma circunferéncia em n partes iguais, tem-se também a divisdo da mesma em
2n partes, bastando para isso tracar bissetrizes.

Existem processos exatos e aproximados para a divisao da circunferéncia. Se existe um
processo exato para divisao da circunferéncia este deve ser utilizado (e ndo um aproximado).

1.1 Processos Exatos

. . N . . . . N o
Ao dividir a circunferéncia em n partes iguais, divide-se o angulo central de 360 em n
partes também iguais. Logo, o angulo central (vértice no centro e lados passando por vértices
consecutivos do poligono) correspondente a divisdo da circunferéncia em n partes iguais

medira 360°/n. O lado de um poligono regular de n lados € denotado por [, .

Problemas:

1) Dividir uma circunferénciaem n = 2, 4, 8, 16,... = 2.2M partes; meN

Medida do /, numa circunferéncia de raior é I,=r+/2.

n ANGULO CENTRAL POLIGONO REGULAR

2 180° 2 arcos capazes de 900
4 90° Quadrado

8 45° Octégono

16 22 5° Hexadecagono
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2) Dividir uma circunferénciaemn =3, 6, 12, ... = 3.2M partes; meN

Medida do [, numa circunferénciade raioré [, =r

Medida do /, numa circunferéncia de raio r é I, = r+/3.

n ANGULO CENTRAL POLIGONO REGULAR
3 120° Triangulo equilatero
6 60° Hexagono
12 30° Dodecagono
3) Dividir uma circunferéncia em n = 5, 10, 20, ... = 5.2M partes; meN
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Propriedade: Para uma mesma circunferéncia, o I, & hipotenusa de um tridngulo
retdngulo cujos catetos sdo o [, e [,.

n ANGULO CENTRAL POLIGONO REGULAR
5 72° Pentagono

10 36° Decagono

20 18° Icosagono

Exercicios:

1) Construir os poligonos regulares de n lados sendo dado a medida do lado |.

ayjn=3
b)n=4
c)n=5
dn=6
e)n=38
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1.2 Processos Aproximados

Para dividir uma circunferéncia em 7, 9, 11, 13,... partes iguais, utiliza-se processos
aproximados.

Processo de Rinaldini: Divide-se o diametro em n partes iguais, tantas quantas se quer
dividir a circunferéncia. Obtendo os pontos A e B. Construir uma circunferéncia de centro A e
raio igual ao didmetro da mesma, e outra circunferéncia de centro B e raio igual ao didmetro da
circunferéncia, determinando os pontos P e Q. Unir os pontos P e Q aos pontos de divisdo do
diametro, utilizando os pares ou os impares.
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1.3 Poligonos Estrelados

Definicdo: Poligono estrelado € um poligono cujos angulos sao alternadamente salientes e
reentrantes, e cujos lados pertencem a uma linha poligonal fechada que é percorrida sempre
no mesmo sentido.

Propriedade: Pode-se obter tantos poligonos estrelados de n vértices quantos nimeros p ha,
exceto a unidade, menores que a metade de n e primos com n.

Definicdo: Poligono reqgular estrelado é aquele que se forma de cordas iguais e onde ha lados
iguais e angulos iguais.

Processo Geral de Construcédo: Para obter um poligono regular estrelado de n vértices, deve-
se dividir a circunferéncia em n partes iguais, e unir os pontos de divisdo de p em p, sendo que:
p<n/2,p#1epenprimos entre si.

Exercicios:

1. Construir os poligonos estrelados de n lados.
a) Para n=7
b) Para n=8
c) Para n=15

2. Dada uma circunferéncia de centro O e raio r=3cm, construir os seguintes poligonos
regulares estrelados:
a) Pentagono (n=5, p=2)
b) Octégono (n=8, p=3)
c) Decagono (n=10, p=3)

3. Quantos poligonos regulares estrelados distintos podem ser tracados quando uma
circunferéncia esta dividida em 20, 24, 30 e 36 partes iguais?

4. Construir o pentagono regular estrelado dado a medida a=4cm do seu lado.
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2. RETIFICACAO DA CIRCUNFERENCIA

Retificar uma circunferéncia consiste em obter o seu perimetro. Ou seja, obter seu
comprimento C, tal que C = 2ar.

Considere o seguinte problema:

Obter o lado | de um quadrado cuja area seja igual a de um circulo de raio r conhecido,
utilizando apenas régua e compasso. (Problema da quadratura do circulo).

Como as areas devem ser iguais entdo devemos ter P o = nr.r, logo, | é média
geomeétrica entre mr e r.

Em 1882, Lindemann (1852-1939) demonstrou que a quadratura do circulo é impossivel
utilizando apenas régua e compasso, ou seja, que é impossivel obter graficamente o valor mr.

Desta forma, foram desenvolvidos varios processos pelos quais se obtém valores
aproximados para a construcdo do segmento de medida mr.

2.1 PROCESSO DE ARQUIMEDES

Utiliza-se o valor aproximado para n: n’ = 22/7 =3 1/7 = 3,1428571... = © = 3,141592....
Logo, o valor aproximado para o perimetro de uma circunferéncia de raio r é:
c =2n’r=n’d=3%d=3d+%d

Problema: Retificar uma circunferéncia de raio 2cm utilizando o processo de Arquimedes.
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2.2 PROCESSO DE KOCHANSKY OU DA TANGENTE DE 30°
Este procedimento fornece o semi-perimetro de uma circunferéncia.

Problema: Retificar a circunferéncia pelo processo de Kochansky.

2.3 PROCESSO DE DESRETIFICAGAO DA CIRCUNFERENCIA

Considerando que o comprimento da circunferéncia é dado por C=2nr e utilizando o valor
de 22/7 para w e que 2r=d, tem-se que: C=dn, assim d=C/x.

Problema: Desretificar uma circunferéncia de comprimento 120mm.
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3. RETIFICACAO DE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA

3.1 PROCESSO DE ARQUIMEDES PARA ARCOS DE MEDIDA INFERIOR A 90°

Problema: Retificar o arco AB dado, r =4cm e AOB = 60°.

3.2 RETIFICACAO DE ARCOS ENTRE 90° E 180°

Problema: Retificar o arco AB dado, r =4cm e AOB = 135°.
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Exercicios:
1. Desretificar um arco de comprimento 1=2,5c¢cm de uma circunferéncia de raio r=2cm.

2. Dividir o arco AB, de raio r e amplitude a, em trés partes iguais.
a) r=3cm e a=759
b) r=3,5cm e a=1200

3. Dividir o arco AB, de raio r e amplitude em partes proporcionais a 3, 1 e 2.
a) r=3,5cm e a=1350
b) r=3cm e a=1200

4. Determine graficamente a medida aproximada em graus de um arco de 2cm de comprimento
em uma circunferéncia de 2,5cm de raio.

5. Uma chapa de metal tem a forma indicada a seguir. Fazer um desenho na escala 1:10, e
obter graficamente o perimetro da chapa, utilize como unidade o cm.

73
a0 [/
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VI - EQUIVALENCIA E DIvisAo DE AREAS

1. AREAS DAS PRINCIPAIS FIGURAS GEOMETRICAS

Area do retangulo: S = lado x altura relativa a este lado

Area do tridngulo: S = (lado x altura relativa a este lado) / 2

Area do paralelogramo: S = lado x altura relativa a este lado

Area do losango: S = lado x altura relativa a este lado = (diagonal maior X diagonal menor) / 2
Area do trapezio: S = (base média x altura) = (base maior + base menor) x altura /2

Area de um poligono reqgular de lado |,: S = p.a, onde p € o semi-perimetro e a o apétema (raio
da circunferéncia inscrita).

Area do circulo: S = mr?.

Area do setor circular: S = (6/2)r?, 8 em radianos.

2. EQUIVALENCIA

Propriedade Fundamental da Equivaléncia: Considerar um triangulo ABC. Conduzir pelo vértice
A uma reta r paralela ao lado BC. Considerar os pontos 2, A,, A.,... pertencentes a reta r. Os

triangulos de base BC comum e vértices A,, A,, A, ... sdo todos equivalentes.
De fato, S(ABC)=S(A,BC)=S(A,BC)=...= (ah,)/2, pois as medidas da base e da altura
néo foram alteradas.

Exercicios:

01. Construir um tridngulo ABC, equivalente a um quadrilatero PQRS dado, sabendo-se que
P=A e que o segmento BC esta sobre a reta QR.

+
Q R
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02. Construir um triangulo ABC, equivalente a um poligono dado, sabendo-se que o ponto A
coincide com o ponto P e 0 segmento BC esta sobre a reta RS.

I +
wnt

03. Construir um triangulo ABC, equivalente a um poligono dado, sabendo-se que o ponto A
pertence ao segmento PQ e o segmento BC esta sobre a reta RS.

I +
wnt

04. Construir um triangulo ABC, equivalente a um poligono dado, sendo A=P e que o0 segmento
BC estéa sobre a reta RS.

+T

I +
)
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3. PROBLEMAS DE QUADRATURA

Problema geral: Construir um quadrado equivalente a uma figura dada (triangulo, retangulo,
circulo, trapézio, etc)

Exercicios:

01. Construir um quadrado equivalente a um triangulo ABC dado

02. Obter graficamente o lado do quadrado equivalente ao trapézio ABCD dado.
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03. Obter graficamente o lado de um quadrado equivalente ao octégono regular inscrito numa
circunferéncia de raio 2cm.

04. Construir um quadrado equivalente a um circulo de raio 3cm.

05. Determinar graficamente o lado de um quadrado equivalente a um setor circular de 75° de
um circulo de raio 4,3cm.
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4. PROBLEMAS GERAIS DE EQUIVALENCIA

4.1 PRIMEIRO PROBLEMA GERAL

Razao entre areas de figuras semelhantes:

F1~F2<:> a—2=b—2_c—2=£=...=k (=4 &Zkz
a b ¢ d S
Exercicios:

01. Os pentagonos dados sdo semelhantes, calcular algebricamente a raz&o entre suas areas.

02. Sao dados dois setores circulares semelhantes. Se a area do maior é o triplo da area do
menor, calcular algebricamente o raio do maior (x) em fungao do menor (r).

03. Sao dados dois triangulos equilateros, sendo a area de um o dobro da &rea do outro.
Calcular algebricamente o lado do maior (x) em fungéo do menor (I).

04. Sendo a o lado de um quadrado de area S, qual é a medida algébrica do lado de um
quadrado de area 5S (S1/5)?
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Primeiro Problema Geral: Construir uma figura F», semelhante a outra figura dada, cuja area
seja m vezes a area da figura F1 dada.

01. Construir um tridngulo equilatero de lado 41mm. Construir um segundo triangulo equilatero
de area igual ao dobro da area do primeiro. Qual é a medida do lado do segundo triangulo
(algebricamente)?

02. Construir um setor circular semelhante ao setor dado e de area igual a trés vezes a area do
mesmo.

03. Construir um quadrado de lado 30mm. Construir um segundo quadrado de area igual ao
triplo da area do primeiro. Qual € a medida do lado do segundo quadrado
(algebricamente)?

04. Construir um triangulo equilatero equivalente a um hexagono regular de lado 27mm. Qual
€, aproximadamente (graficamente), a medida do lado do triangulo?
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4.2 SEGUNDO PROBLEMA GERAL

Divisdo de areas:

01. E dado um triangulo ABC. Calcular algebricamente, em funcdo de b, a que distancia x do
vértice A (sobre o lado b) deve-se tragar uma paralela a BC para dividir o triangulo ABC em
dois poligonos equivalentes.

02. Calcular algebricamente a distancia x da reta dada r ao vértice A (sobre o lado b), em
funcdo de b, para que a area do trapézio DBCE seja o dobro da area do triangulo ADE.

03. Calcular algebricamente as distancias x e y, em funcao de b, sabendo que as retas r e s
dividem o triangulo ABC em trés poligonos equivalentes. Sendo r e s paralelas a BC.

04. E dado um circulo de raio r=3cm. Determinar algebricamente o raio x de uma circunferéncia
concéntrica ao circulo dado e que o divide em duas partes equivalentes.
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Sequndo Problema Geral: Através de retas paralelas a um dos lados de um poligono, dividi-lo
em partes de areas iquais ou proporcionais a numeros inteiros dados.

01. Seja ABC um triangulo de lados a=80mm, b=70mm e c=85mm. Tragar retas r e s paralelas
a BC, tais que dividam o triangulo dado em 3 partes equivalentes.

02. Seja ABC um triangulo de lados a=80mm, b=70mm e c=85mm. Tragar retas r, s e t
paralelas a BC, tais que dividam o triangulo dado em 4 partes equivalentes.
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03. Decompor um circulo de raio r=3cm dado, através de uma circunferéncia concéntrica, em
um novo circulo e uma coroa circular de areas proporcionais a 1 e 1, respectivamente.

04. Decompor um circulo de raio r=3cm dado, através de uma circunferéncia concéntrica, em
um novo circulo e uma coroa circular de areas proporcionais a 2 e 3, respectivamente.

05. Seja ABCDE um pentagono dado. Dividi-lo em 3 partes equivalentes, por segmentos
paralelos aos lados BC, CD e DE.

E+

+D

+C

A+ +B
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06. Dividir um trapézio ABCD em 3 partes equivalentes, por meio de retas paralelas a base.

07. Dividir uma coroa circular de raios 1,5 e 4cm em 3 partes equivalentes por meio de
circunferéncias concéntricas.
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4.3 TERCEIRO PROBLEMA GERAL

Terceiro problema geral: Construir uma figura de forma conhecida e de area dada.

01. Construir um pentagono regular equivalente ao tridngulo ABC dado.

02. Construir um poligono semelhante ao poligono dado e que seja equivalente ao retdngulo
dado.
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