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RESUMO

O objetivo deste trabalho € mostrar a aplicagdo do algoritmo do matching de peso
maximo na elaboracdo de jornadas de trabalho para motoristas e cobradores de onibus. Este
problema deve ser resolvido levando-se em consideragcéo o maior aproveitamento possivel das
tabelas de horérios, com o objetivo de minimizar o nimero de funcionarios, de horas extras e
de horas ociosas. Desta forma, 0s custos das empresas s&0 minimizados. O servico de
transporte urbano difere dos outros servicos, pois tem caracteristicas proprias. Existe uma
grande demanda em aguns horarios, como no inicio da manhéa e no final datarde. Nos demais
horarios, existe demanda, embora seja menor. Além disso, as tabelas de horarios sdo feitas de
acordo com a demanda de usuarios, o que implica em horérios de inicio e término
desencontrados, o que dificulta a elaboracdo das jornadas de trabalho. Outra dificuldade deste
problema é a necessidade do cumprimento da legislacdo trabalhista e dos acordos com o
Sindicato dos Trabalhadores, pois este conjunto de regras impede, muitas vezes, um melhor
aproveitamento dos horérios. As tabelas das escalas de horarios dos 6nibus sdo compostas de
escalas com diversas durages, onde as maiores sdo divididas em escalas menores, de tal
modo que o custo sgja minimo. Com estas tabelas divididas, as escalas de curta duracdo
podem ser combinadas para a formagdo da jornada diéria de trabalho de um funcion&rio. Esta
combinagdo é feita com o agoritmo do matching de peso méximo, onde as escalas sdo
representadas por veértices de um grafo, e 0 peso maximo € atribuido as combinaces de
escalas que ndo formam horas extras e nem horas ociosas. As demais combinagoes tém pesos
proporcionais as suas duragBes. Deste modo, as jornadas para os dias Uteis, sdbados e
domingos sdo construidas. De acordo com as regras mencionadas, uma jornada de final de
semana pode ser designada para cada jornada de dia atil. O algoritmo do matching de peso
maximo € utilizado novamente, atribuindo-se um peso méaximo as combinacfes de jornadas
gue ndo formam horas extras e nem horas ociosas. Assim, a jornada semanal de trabalho dos
motoristas e dos cobradores de 6nibus pode ser construida, representando um custo minimo.
A Ultima fase deste problema consiste na designacdo das jornadas semanais de trabalho para
cada motorista e cobrador. O algoritmo do matching é também utilizado nesta fase, onde o
peso maximo é atribuido as jornadas que mais aproximam-se da escala anterior de cada
funcionério. Este trabalho foi aplicado em trés empresas de transporte coletivo da cidade de
Curitiba, onde os algoritmos usados sdo todos heuristicos. Os resultados do algoritmo exato
do matching sdo melhores do que os resultados dos algoritmos heuristicos, e seu tempo
computacional ndo é tao elevado.



ABSTRACT

The purpose of this work is show the aplication of maximum weight matching
algorithm in elaboration of workdays for bus drivers and conductors. This problem must be
solved take into consideration the utmost utilization of schedules, in order to obtain the
minimal number of officers, of overtimes and of idles hours. With this aplication, the costs of
companies of public transport are minimized. The work of public transport differ of other
works, because possess own characteristic. Exist a greath demand in a few timetable, like in
dawn and in the end of afternoon. In other timetables, exist a demand, although be less.
Moreover, the schedule are made in line with the demand of users, what involve in start and
end of timetables with afailure of meeting, what difficult the construction of workdays. Other
dificulty in this problem is the necessity of accomplishment of labourite legislation and
agreements with the Workers Syndicate, because this set of rules impede, many times, a better
utilization of timetables. The tables of scales of buses are composed of scales with many
durations, where the biggers are divided in smallers scales, so that the cost be minimal. With
these tables divided, the scales of small duration can be combinated to the formation of
workday of an officer. This combination is made with the maximum weight matching
algorithm, where the scales are representaded like nodes of an graph, and the maximum
weight is assigned to the combinations of scales without overtime and idles hours. The others
combinations have weights proportionals to his durations. From this form, the workdays of
weekdays, saturdays and sundays are constructed. In accordance with the rules mentioned,
one workday of weekend can be assigned to each workday of weekday. The maximum weight
matching algorithm is used, where the maximum weight is assigned to the combinations of
workdays without overtime and idles hours. With this aplication, the weekly scale of work for
the bus drivers and conductors can be constructed with minimal cost. The final phase of this
problem consist in assignment of weekly scales for each bus driver and conductor. The
maximum weight matching algorithm is used in this phase too, where the maximum weight is
assigned to the workdays more approach of previous scale of each officer. This work was
applied in three companies of public transport of city of Curitiba, where the algorithms used
are al heuristics. The results of exact matching algorithm are better of that the results of
heuristcs al gorithms, and your computacional timeisn’t much high.



CAPITULOII

1. INTRODUCAO

1.1. OBJETIVOSDO TRABALHO

Neste trabalho sdo propostas algumas aplicagcbes da Pesguisa Operaciona para
solucionar o problema de programagdo de jornadas de trabalho semanais para motoristas e
cobradores de 6nibus. Além disso, sdo mostradas as relacfes que permitem a utilizagdo do
algoritmo do matching de peso maximo em todas as fases deste problema.

Os objetivos do plangjamento das escal as de horarios dos motoristas e cobradores de
Onibus sd0:

a) minimizar o nimero de horas extras e de horas ociosas nas jornadas diérias de
seus funcionérios;

b) atender a demanda dos usuérios de transporte coletivo com um ndmero minimo

de funcionarios.

1.2 IMPORTANCIA DO TRABALHO

Na cidade de Curitiba, 0 6rgdo responsavel pelo plangjamento do transporte coletivo
€ a URBS (Urbanizagdo de Curitiba S.A.), e cada empresa filiada a este 6rgéo faz o
atendimento das linhas de 6nibus em uma regido da cidade.

Através de pesquisas da URBS com cada empresa de transporte coletivo, as tabelas
de escalas dos Onibus sdo construidas de acordo com a demanda dos usuérios. Estas tabelas
s80 separadas, de acordo com as categorias dos 6nibus, pois alguns motoristas ndo trabalham

em alguns tipos de veiculos. As categorias dos 6nibus sdo divididas do seguinte modo:



- Onibus comuns, nos quais os motoristas e cobradores cumprem as jornadas de trabalho no
préprio veiculo;

- Onibus linha direta, onde os cobradores trabalham nas estagOes tubo e suas escalas séo
diferentes das escalas dos motoristas e

- Onibus bi-articulados, onde os cobradores também cumprem suas jornadas de trabalho nas

estacOes tubo.

Cada tabela separada por categoria de Onibus possui sub-tabelas para dias Utels,
sabados e domingos, pois possuem demandas distintas.

As empresas de transporte coletivo recebem as tabelas das jornadas de 6nibus para
cada linha, e s80 responsaveis pela construcéo das jornadas de trabalho para os motoristas e
cobradores. Esta construcéo deve minimizar as quantidades de funcionarios, de horas extras e
de horas ociosas.

As tabelas de jornadas de trabalho para motoristas e cobradores de Onibus séo
modificadas constantemente pela URBS, de acordo com a demanda dos usuérios. Estas
modificages implicam em novas construcfes das jornadas de trabalho para os funcionarios.

Algumas empresas de transporte coletivo da cidade de Curitiba fazem a construgdo
das jornadas de trabalho para todos os funciondrios manualmente. Esta maneira de
construcdo é demorada e esta sujeita a erros de calculo. Outras empresas utilizam algoritmos
heuristicos, baseados na construgdo manual das mesmas. Nos dois casos, a solugdo encontrada

nem sempre é a 6tima.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente traba ho esta dividido em cinco capitul os, incluindo esta introducéo.

No capitulo 11 sdo apresentadas algumas referéncias bibliogréficas de problemas
sobre a construcéo de jornadas de trabalho para funcionérios e de problemas que fazem a
designacéo de funcionarios para suas respectivas jornadas. Além disso, sd0 mostradas as

técnicas de Pesguisa Operacional utilizadas para cadatipo de problema.



No capitulo Il € feita uma apresentagdo do algoritmo do matching de peso maximo
através de sua formulagéo matemética. Sdo mostradas também as rel agdes que existem entre o
algoritmo do matching com pesos e o0 método Hungaro, utilizado para resolver os problemas
de designacéo.

O capitulo IV mostra a descricdo do problema das escalas de motoristas e
cobradores, as particularidades de cada fase deste problema, bem como a construcdo dos
pesos para 0 agoritmo do matching em todas as fases. Os resultados obtidos em cada fase do
problema sdo comparados com os resultados das empresas que utilizam um agoritmo
heuristico, baseado nas técnicas utilizadas pelos funcionérios que elaboravam estas escalas
manual mente.

No capitulo V, é feita uma avaliacdo dos resultados obtidos, aém de citar algumas

sugestdes para futuros trabal hos.



CAPITULO I

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. INTRODUCAO

O objetivo principal deste capitulo é mostrar algumas técnicas da Pesguisa
Operacional que tém sido utilizadas recentemente, na construcdo de escalas de trabalho para
funcionarios.

Além de motoristas e cobradores de Onibus, algumas publicagdes mostram
problemas semelhantes como a construcdo de escalas de trabalho para tripulagéo de trens e de
avioes.

Alguns trabalhos mostram métodos heuristicos para resolver estes problemas, tais
como relaxagOes lineares ou agoritmos heuristicos baseados em agoritmos exatos. Estas
aplicacdes heuristicas séo feitas em problemas que envolvem muitas restricdes, pois 0s
métodos exatos ndo demonstram eficiéncia computacional nestes casos.

Existe uma ampla bibliografia sobre construgdes de jornadas de trabalho para
funcionérios, com diversas técnicas distintas. Neste trabalho, séo citadas somente algumas

publicacdes sobre este assunto.

2.2. ESCALASDE TRABALHO PARA MOTORISTASE COBRADORESDE ONIBUS
2.2.1. O método Haustus

Existe um método de elaboracdo de escalas de trabalho de motoristas e cobradores
de 6nibus, conhecido na literatura como o método Hastus. Neste método, as escalas sdo
construidas em trés fases.

Na primeira fase, uma escala aproximada € construida usando-se um problema de

Programacdo Linear, relaxando-se as restricbes de integralidade e de factibilidade com o



objetivo de reduzir o tempo computacional. Estas restricdes referem-se as possibilidades de
formacdo e de combinagcdo de escalas, maxima duragdo de uma parte de escala e sobre 0s
locais de possiveis trocas de funcionérios.

Por exemplo, na figura 2.1, a escala 1 deve ser dividida em duas escalas menores.
Esta divisdo deve ser feita, observando-se a possibilidade de combinar uma destas escalas
resultantes com outra escala. Se a divisdo for feita as 6:40 horas, a escaa 2 nao pode ser
combinada com a primeira escala resultante desta divisdo, pois ndo existe um intervalo entre
as duas escalas. Além disso, estas divisdes sO devem ser feitas em pontos onde a troca de

funcionarios é possivel, como em terminais de 6nibus e pontos finais das linhas.

FIGURA 2.1 — COMBINACOES DE ESCALAS.

4:00 |6:PO| |6:|15| |6::55| 9:40 [Escalal]
T 1 1 1 1
==
| F Escala?2
6:05 Escala3

Deste modo, obtém-se as primeiras escalas, que sdo denominadas “pedacos’ de
trabalho. O conjunto formado por estas escalas € denominado escala aproximada. Em uma
etapa seguinte, as jornadas sdo divididas novamente, em partes semelhantes as primeiras
escalas geradas, com o objetivo de melhorar a escala aproximada. Estas melhorias sdo feitas,
reduzindo-se o nimero motoristas e a quantidade de horas extras que sdo formadas com as
primeiras divisoes.

A segunda fase consiste na combinacéo destas escalas divididas com a utilizagéo do
algoritmo do matching com atribuicdo de pesos as combinagdes factiveis de escalas de
trabalho. A solucdo 6tima da combinacdo € o matching de peso méximo. Esta € aidéa usada
no presente trabalho para combinar as escalas, e sua descricdo completa esta nos capitulos

seguintes.



Na ultima fase, as divisdes das tabelas sdo reconsideradas e algumas melhorias sao
feitas modificando-se estas divisdes visando, novamente, a reducdo do numero de
funcionérios e a quantidade de horas extras. A descricéo completa deste método, os diferentes
modos de aplicacéo e de elaboracdo podem ser encontrados em publicacdes, tais como BLAIS

et al.[2], LESSARD et a. [20] e ROUSSEAU et . [24].

2.2.2. Osmétodos heuristicos de divisdes sucessivas

As heuristicas de divisdes sucessivas constroem as escalas de trabalho em duas
fases.

Na primeira fase, as divisdes das escalas sdo feitas e combinadas, formando-se uma
jornada diaria de trabalho completa para o funcionario. Estas escalas combinadas devem
formar dias de trabalho factivels, com a mesma idéa utilizada no primeiro estagio do método
Haustus.

Na segunda fase, as divisdes das escalas séo modificadas vérias vezes, e 0 algoritmo
heuristico procura formar jornadas de trabalho factiveis, melhorando as escalas de trabalho
obtidas na primeira fase, com relacdo as quantidades de funcionarios e de horas extras
formadas. Algumas publicagdes que mostram estes métodos heuristicos e suas aplicacdes com
mais detalhes s30: MANINGTON et al.[21], WILHELM [27] e WREN et al. [29].

Na cidade de Curitiba, onde o problema que serd descrito no capitulo IV foi
implementado, estas divisdes sucessivas sdo feitas somente para se obter as escalas diarias de
trabalho (ou pedacos de trabalho). As combinages sdo feitas com um agoritmo heuristico,
baseado nas técnicas utilizadas pelos funcionarios que elaboravam as jornadas de trabalho
manua mente. Com as jornadas diarias formadas, as divisdes de escalas sdo feitas novamente,

melhorando-se as escalas obtidas na primeira etapa do algoritmo.



2.2.3. O método de cobertura de conjuntos

Um método bastante utilizado para construir escalas de trabalho é o método de
geracéo de colunas, usado para resolver problemas de Programacéo Linear que envolvem
muitas variaveis.

No artigo de DESROCHERS €t al. [10], o problema de cobertura de conjuntos é
utilizado para elaborar as escalas de trabalho de motoristas e cobradores de 6nibus. O objetivo
deste método € cobrir todas as escalas com um custo minimo. Em sua formulagdo, a funcéo
objetivo minimiza os custos dos dias de trabalho, e cada variavel representa um dia de
trabalho factivel.

Neste artigo, 0 método de geragéo de colunas foi utilizado para resolver o problema
de cobertura de conjuntos. Em uma primeira fase, os dias de trabalho factiveis séo gerados e
formam os nés de um grafo. Os dias de trabalho factiveis devem satisfazer as mesmas
restricoes do primeiro estagio do método Haustus. Esta geracdo de nés utiliza um algoritmo
semel hante ao método branch and bound desenvolvido por RYAN e FOSER [25].

Um arco do grafo gerado representa um “pedaco” de trabalho, um intervalo, o inicio
ou o final de um dia de trabalho. Os custos dos arcos deste grafo referem-se ao nimero de
horas ociosas e ao custo das horas de trabalho. A descricdo completa deste grafo pode ser
encontradaem DESROCHERS [12].

Na segunda fase, o problema de encontrar o caminho com custo minimo foi
resolvido utilizando-se o algoritmo da Programagdo Dinadmica backward (DESROCHERS
[11]). Estes caminhos formam as possiveis jornadas diarias de trabalho de motoristas e
cobradores de 6nibus, utilizando-se os nds gerados pelo método de geracdo de colunas.

Este trabalho foi implementado em uma cidade americana e outra britéanica.

Estas cidades utilizavam programas similares aos métodos heuristicos apresentados
nesta secéo para construir as escalas de trabalho dos funcionarios.

Neste artigo, sdo feitas comparagdes com o0 método Haustus, 0 método heuristico e 0

método de cobertura de conjuntos. Nas duas cidades, o0 método de cobertura de conjuntos



apresentou melhor desempenho computacional e obteve melhores resultados do que os dois

anteriores.

2.3. ESCALASDE TRABALHO PARA TRIPULAGAO FERROVIARIA

Semelhante a0 problema das escalas de motoristas de 6nibus, o problema das escal as
de trabalho para a tripulagdo ferrovidria consiste em construir as escalas de trabalho e
designa-las aos funcionérios de tal maneira que a tabela de demandas sgja cumprida. Este
problema esté descrito em detalhesem CAPRARA et d. [3].

Inicialmente, toma-se uma tabela de servigos de trem, a ser cumprida diariamente
em certos periodos de tempo. Alguns segmentos de jornadas sdo definidos para cada
funcionério. Estes segmentos definem os tempos inicial e fina de uma jornada e as estaces
de entrada e de saida para um funcionario.

Quando um funcionario termina sua jornada, 0 mesmo pode retornar a estacéo base
(inicio da jornada), ou deslocar-se a uma outra estagdo para iniciar outra jornada. Este
deslocamento ndo é considerado como uma jornada de trabalho, e o funcionario tem um
intervalo de pelo menos um dia para fazer este deslocamento e iniciar sua proxima jornada de
trabalho em uma estacéo.

O problema consiste em encontrar um conjunto de escalas, que cubra toda a
tripulagdo e satisfaca a demanda, com um custo minimo.

Para resolver este problema, considera-se um grafo direcionado, onde o arco (i, j)
existe se e somente se 0 a sequéncia de trabaho (i, j) existir, ou sgja, o funcionario j pode
substituir o funcionario i em uma determinada estacéo.

Utiliza-se 0 modelo cléssico de cobertura de vértices, com a relaxagdo Lagrangeana
para model os de Programacéo Linear Inteira (FISHER[15]).

Este trabalho foi implementado em uma companhia férrea italiana, e os resultados
desta aproximacdo Lagrangeana foram melhores do que os resultados heuristicos, utilizados

pela companhia.



2.4. ESCALASDE TRABALHO PARA TRIPULACAO AEREA

Este problema é semelhante ao problema de construcéo de escalas para tripulacéo
ferroviaria, e esté apresentado com mais detalhes em GAMACHE et al. [16].

A resolucdo deste problema é feita em duas fases. Na primeira fase, formam-se pares
de segmentos de véo em dois dias consecutivos, onde a tripulagdo vigja e retorna a cidade
base. Alguns dias isolados, que ndo formam pares, sdo separados dos demais periodos.

O problema de tripulagdo em pares consiste em encontrar 0 conjunto de pares que
cobre todos o0s segmentos de vo, com custo minimo. O custo de um par de voo € dado pela
duragdo total deste par.

Na segunda fase, toma-se a listagem da tripulacdo, construindo-se a escala mensal
personalizada para cada funcionario, de acordo com sua atividade.

Neste artigo, 0 método de geracdo de colunas € utilizado para resolver este
problema, gerando vérios subproblemas NP-Hard.

Algumas relaxacOes lineares e aproximacfes na solucdo final foram feitas no
método de geracdo de colunas, através do programa de otimizagdo CPLEX 2.0 (CPLEX [8]),
com 0 objetivo de reduzir o tempo computacional.

Com as modificagbes mencionadas, o tempo computacional foi reduzido na ordem
de mais de 1000.

Este procedimento de solugdo foi testado na companhia Air France, onde o
problema pode ser dimensionado do seguinte modo: milhares de restricGes, centenas de
subproblemas e centenas de milhares de arcos.

Alguns testes com o programa CADET, mostram que a aplicacdo do método de
geracdo de colunas é mais eficiente computacionalmente para o problema da companhia Air
France, e os resultados sdo melhores do que os métodos heuristicos utilizados pela

companhia.



2.5. DESIGNACAO DE ESCALASDE TRABALHO PARA MOTORISTAS DE ONIBUS

Uma das ultimas fases da construcdo de jornadas de trabalho de motoristas e
cobradores de Onibus é a designacdo de cada jornada semanal de trabalho para um
funcionario.

Esta designacdo envolve um grande nimero de restri¢es, impostas com o objetivo
de satisfazer os critérios estabelecidos pelas empresas de transporte coletivo. Por exemplo,
alguns funcionarios ndo podem ser escalados para alguns horarios, como no inicio da manha
ou no final da noite por problemas de deslocamento da sua residéncia até o local de trabaho
ou vice-versa.

Uma aproximagdo utilizada para a designacdo de motoristas de Onibus para as
jornadas é denominada Multi-level bottleneck (ou “engarrafamento” em vaérios nivels). A
descricéo completa deste método pode ser encontrada em CARRARESI et al.[6].

Nesta aproximacdo, considera-se um grafo bipartido, onde um conjunto de vértices
representa as jornadas, e o outro conjunto de veértices representa os funcionérios.

Um peso p(i, j) é atribuido para cada designagdo de uma escala i para um
funcionario j, onde este peso representa o custo total desta designagdo. A duracéo e o horério
de inicio e de término de cada escala devem ser considerados, pois 0s custos da empresa com
o funcionario dependem destes fatores.

O objetivo é encontrar um peso total minimo das designacOes de escalas para
motoristas.

O algoritmo iniciacom uma designacdo inicial. A partir desta designacdo, escolhe-se
um veértice sem designacado, criando-se uma cadeia alternante, cujos vértices sdo designados e
ndo designados. Quando uma cadeia possui 0 peso total dos arcos sem designagdo menor do
que o peso total dos arcos ja designados, trocam-se as fungdes da designagdo, ou sgja, 0S arcos
gue ndo tinham designacdo passam ater, e os demais deixam de ter designacéo.

Este algoritmo é uma simplificacdo do algoritmo do matching de peso minimo,

usado somente para grafos bipartidos (CHRISTOFIDES[ 7]).



Os resultados encontrados demonstram que este algoritmo é mais eficiente do que o
algoritmo desenvolvido por DERIGS e ZIMMERMANN [9], mais conhecido como o método
DZ. O método DZ comega com uma solucdo inicial, em geral néo factivel, e a cadaiteragéo, o

algoritmo procura reduzir as infactibilidades.



CAPITULO I

3. O PROBLEMA DO MATCHING COM PESOS

3.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

Sejam X um conjunto de vértices e A um conjunto de arcos associados aos elementos
de X. Sgja G = (X, A) um grafo ndo direcionado, com pesos (ou custos) p; atribuidos aos arcos
a UdA.

Um matching (que significa emparelhar ou formar pares) € um conjunto de pares de
vértices de um grafo com pesos ndo nulos, e tais que cada vértice deve formar, no maximo,
um par.

Deste modo, um matching de um grafo G = (X, A) € um subconjunto M do conjunto
A de arcos de G, escolhidos de tal maneira que cada vértice é a extremidade de, no maximo,
um arco de M, ou sgja, ndo existem arcos adjacentes em M (CHRISTOFIDES [7]). A figura
3.1 mostra um exemplo de um conjunto matching, onde os arcos destacados formam tal

conjunto.

FIGURA 3.1 — EXEMPLO DE UM
CONJUNTO MATCHING.

O problema de encontrar o matching M com peso maximo consiste em maximizar a

soma dos pesos dos arcos pertencentes a M. Deste modo, o peso total é dado por:



Ph=>p-

aj oM

Neste capitulo, sGo apresentadas as consideracdes para o problema do matching de
peso maximo, pois a abordagem para o problema do matching de peso minimo € anaoga.

A formulagdo da programacdo matemética para o problema do matching de peso
maximo utiliza variaveis binérias x;j, ou sgja, se um arco (i, j) pertence ao matching, xj =1 e,
caso contrario, X;j = 0.

A formulagdo matemética ndo se mostra eficiente computacionalmente, pois envolve
um grande numero de restrigdes. A quantidade de restrices depende do nimero n de vértices
do grafo, e pode ser estimada por n + k, onde k é da ordem n®> (THACKER [26]). Por
exemplo, para um grafo completo de 50 vértices, 0 nimero de restri¢cdes € aproximadamente
igual 5,6 x 10™.

O problema do matching pode ser resolvido com o uso de um agoritmo proprio, que
esta descrito nas préximas secOes deste capitulo. Este algoritmo tem uma convergéncia mais
rapida do que o uso da formulagdo mateméatica do matching, embora faga aproximadamente
n® calculos (CHRISTOFIDES [6]).

Como o problema das escal as de motoristas e cobradores de 6nibus necessita de um
algoritmo cuja convergéncia seja rapida, a formulacdo matemédtica ndo € a mais eficaz. Por
isso, optou-se pelo uso do algoritmo do matching de peso méximo para resolver o problema

em questao.

3.2. O USO DASARVORESALTERNANTESNO ALGORITMO DO MATCHING COM PESOS

Esta é a parte principal do agoritmo do matching de peso maximo, pois permite que
0 peso final do matching seja maximizado através das construcdes das principais cadeias do
grafo.

Tomando-se um matching M de um grafo G = (X, A), um vérticei [0 X que ndo é a
extremidade de um dos arcos do conjunto M € denominado vértice exposto com relagdo ao

matching M. Nafigura 3.2, o vértice 1 é exposto.



FIGURA 3.2 —EXEMPLO DE UM GRAFO
COM VERTICE EXPOSTO.

Uma cadeia alternante, relativa a um conjunto matching M, é uma cadeia elementar
cujos arcos sdo, aternadamente, pertencentes e ndo pertencentes (ou ndo pertencentes e
pertencentes) ao conjunto M. Nafigura 3.3, acadeiaC ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, nesta ordem, € um

exemplo de cadela alternante, onde os arcos representados em vermelho formam a cadeia C.

FIGURA 3.3 — EXEMPLO DE UMA
CADEIA ALTERNANTE.

0‘9‘9

Uma é&rvore aternante relativa a um conjunto matching M é uma érvore T na qual
um vértice de T exposto é denominado raiz de T, e todas as cadeias partindo do vértice raiz
s80 cadeias aternantes.

Na construcdo de uma cadeia ou arvore alternante, inicia-se do vértice raiz da arvore
e rotula-se 0 mesmo como externo (E). Os demais vértices sdo rotul ados alternadamente como
internos (1) e externos (E) com relagdo ao vértice raiz. Esta rotulagdo serve para atualizar os
valores das varidveis duais de cada vértice do grafo a partir do vértice raiz. A figura 3.4
mostra um exemplo de uma cadeia aternante com as rotul acbes mencionadas. Neste exemplo,

0s vértices expostos sdo 1 e 8.

FIGURA 3.4 —EXEMPLO DE UMA
ARVORE ALTERNANTE.




Uma cadela aumentante € uma cadeia alternante na qual os vérticesinicia e final sdo
expostos. Se a soma dos pesos dos arcos do matching for menor do que a soma dos pesos dos
arcos da cadeia que ndo pertencem ao matching, tem-se uma cadeia aumentante forte.

Na figura 3.5a, Cy = {1, 2, 3, 4, 5, 6} representa um exemplo de uma cadeia
aumentante forte. Invertendo-se as func¢des do matching dos arcos nesta cadeia, ter-se-ia um
matching resultante com peso maior do que o matching original. Nafigura 3.5b, as fungdes do
matching da cadela aumentante da figura 3.5a sdo trocadas, obtendo-se um peso resultante

maior.

FIGURA 3.5 — EXEMPLO DE UMA CADEIA AUMENTANTE FORTE. FIGURA 3.5a —
CADEIA AUMENTANTE FORTE. FIGURA 3.5b — CADEIA AUMENTANTE DA
FIGURA 3.5a, COM ASFUNGOES DO MATCHING INVERTIDAS.

FiGura 3.5a FicurA 3.5b

Se a soma dos pesos dos arcos do matching for igual a soma dos pesos dos arcos que
ndo pertencem ao matching, tem-se a cadeia aumentante neutra. Na figura 3.6, Cy = {1, 2, 3,
4} é um exemplo deste tipo de cadeia aumentante. Neste caso, atroca é feita se e somente se 0
objetivo for de maximizar o peso total dos arcos e 0 nimero de vértices que pertencem ao

conjunto matching.

FIGURA 3.6 — EXEMPLO DE UMA
CADEIA AUMENTANTE NEUTRA.



No caso em gque a soma dos pesos dos arcos do matching for maior do que a soma
dos pesos dos arcos que ndo pertencem ao matching, tem-se a cadeia aumentante fraca. Neste
caso, a troca dos arcos ndo deve ser feita, pois 0 valor do peso total dos arcos do conjunto
matching fica menor. Na figura 3.7, Cr = {1, 2, 3, 4 } é um exemplo de cadeia aumentante

fraca

FIGURA 3.7 —EXEMPLO DE UMA
CADEIA AUMENTANTE FRACA.

O (D~

Um ciclo impar, referente a um matching M, € uma cadeia alternante na qual os
vértices inicia e final sdo idénticos e sua cardinalidade € impar. Quando a cardinalidade for

par, o ciclo € denominado de ciclo regular.
A figura 3.8 mostra um exemplo de um ciclo impar, no caso C, = {3, 4, 5}, nesta

ordem. Nesta mesma figura, C = {1, 2} € uma cadeia aumentante, pois 1 e 2 sdo veértices

EXPOoStos.

FIGUrRA 3.8 —EXEMPLO DE
UM CICLO iMPAR.

@ (2) (3) 4

No agoritmo do matching de peso maximo, os ciclos impares sdo retraidos em
vértices artificiais, pois a escolha dos arcos do conjunto matching de um ciclo impar depende
dos pesos dos arcos com extremidades nos vértices deste ciclo. Considerando-se o grafo
representado na figura 3.9a, tem-se o ciclo impar C, = {3, 4, 5} onde o arco (3, 4) € 0 que tem
menor peso e pertence ao conjunto matching. Na figura 3.9b, o grafo representado contém o

ciclo impar C, = {3, 4, 5} que ndo possui arcos no conjunto matching. Com estes dois



exemplos, pode notar-se que ndo existe um critério para determinar quais arcos de um ciclo

impar devem pertencer ao conjunto matching.

FIGURA 3.9 — EXEMPLOSDE CICLOSIMPARES.

FIGURA 3.9a Ficura 3.9b

Uma érvore hingara de um grafo, relativaa um matching M, € uma arvore alternante
na qual o vértice fina ndo é exposto, mas rotulado como interno ou externo. Deste modo,
pode-se dizer que uma arvore hlingara € uma cadeia alternante com um Unico vértice exposto,
excluindo-se os casos de ciclos.

Um vértice isolado é uma arvore hungara, pois o vértice final é exposto, mas
coincidente com o vértice inicial. Quando encontra-se uma arvore hungara, o algoritmo do
matching procura algum vértice exposto para “completar” uma cadeia aumentante. Na figura
3.10 encontra-se um exemplo de &rvore hingara, que é formada pelos vértices 1, 2, 3,4, 5,6 e

7, nesta ordem.

FIGURA 3.10 — EXEMPLO DE UMA
ARVORE HUNGARA.

Quando uma cadeia ou arvore alternante for gerada pelo algoritmo do matching, a
mesma inicia-se de um vértice raiz, exposto no grafo G, e deve ser uma cadeia aumentante ou

um ciclo impar ou uma &rvore hlingara.



TEOREMA 3.1 — Um subconjunto M de um conjunto de arcos do grafo G € um matching de

peso maximo se, e somente se, M ndo possuir cadeias aumentantes fortes.

DEMONSTRAGAO:

a)

b)

NECESSIDADE: Por reducéo ao absurdo, admite-se que M possui uma cadeia aumentante
forte. Logo, M ndo tem peso maximo, pois 0 matching M’, obtido pela inversdo das

funcbes dos arcos da cadeia aumentante C, tem peso maior do que o matching M.

SUFICIENCIA: Pela contra-positiva, supde-se que exista um conjunto matching M’ com
peso maior do que M. Sgja G’ 0 conjunto de todos os arcos que pertencem a um destes
dois conjuntos M e M’, ou segla, G’ = M O M’. Tem-se que cada vérttice de G’ é a
extremidade de, no maximo, dois arcos de G”. Caso contrario, ter-se-ia dois arcos de um
mesmo conjunto matching (M ou M’) com um veértice em comum, o que é impossivel.
Logo, o conjunto G’ contém somente cadeias e ciclos regulares. Como o0 conjunto M’ tem
peso maior do que M, em uma das cadeias de G’ os arcos de M’ devem ter um peso maior

do que os arcos de M. Isto implica na existéncia de uma cadeia aumentante forte em M.

C.Q.D.

A seguir, o problema do matching de peso maximo sera formulado como um

problema de programacao inteira, e, a partir desta formulacéo seu algoritmo sera descrito.

3.3. FORMULAGCAO DA PROGRAMAGCAO MATEMATICA PARA O PROBLEMA DO MATCHING

Sgam V = {V1, V,, ..., Vz} 0 conjunto de todos os subconjuntos de vértices com

cardinalidade impar do grafo G = (X, A), T, 0 conjunto de todos os arcos com as extremidades

no conjunto de vérticesVyp e T={Ty, Ty, ..., T2}.



O nimero de vértices de Vi, é dado por 2ny,+ 1, onde ny, O/ Um conjunto matching
de um conjunto T, ndo pode conter mais do que n, membros de T, Para exemplificar, sgja V1
um subconjunto de G com 3 vértices, ilustrado nafigura 3.11. Neste caso, N, = 1, € 0 nUmero
maximo de arcos de um conjunto matching é igual a 1. Esta é uma das restri¢es do problema
do matching de peso méximo. Com esta restricdo abrangendo todos os subconjuntos com

cardinalidade impar de um grafo, ndo permite-se a formacéo de arcos adjacentes pertencentes

ao conjunto matching.

FIGURA 3.11 — EXEMPLO DE UM CONJUNTO
COM CARDINALIDADE IMPAR.

Deste modo, o problema do matching de peso méaximo pode ser formulado como um
problema de programaco inteira, onde as variaveis estruturais sdo X;. Assim, se o arco (i, j)
néo pertencer aM, x;j = 0 g, caso contrario, x; = 1 (MINIEKA [22]).

A formulag&o do problema primal (PP) para o matching de peso maximo é dada por:

(PP)
Maximizar )" p;x; (3.3.1)
(.9
Sujeitoa Y (x; +x;) <1, OiOX (3.3.2)
jOX
D> x;<n,, ondem=1,2, ...,z (3.3.3)
(i,)) 0Ty
xi=0oul, O(,j). (3.3.4)

O conjunto de restrigdes (3.3.2) garante que cada arco (i, j) sera considerado
pertencente a0 conjunto matching, no maximo, uma vez. Além disso, como o grafo €

considerado ndo direcionado, se x;; for igual a1, entdo x;; deve ser 1.



O conjunto (3.3.3) refere-se aps subconjuntos de cardinalidade impar de G, e para
cada conjunto T, de vértices em V, 0 nlUmero de arcos em M deve ser menor que ny,. Estas
restricdes ndo permitem a formagdo de arcos adjacentes pertencentes ao conjunto matching.
O numero z representa a quantidade total de subconjuntos com cardinalidade impar do grafo
G.

O agoritmo do matching de peso méximo foi construido baseando-se nas condic¢des
complementares de folga dos problemas primal e dua. Segue abaixo a formulagdo do

problema dual correspondente ao primal (PP) apresentado.

(PD)
V4
Minimizar Yy, + > n,z, (3.3.5)
iox w1
Sujieitoa y, +y; + > z,=p;, O, ]) (3.3.6)
m(i, j)OTy
v 20, OiOX (3.3.7)
Zn=20, ondem=1,2, ..,z (3.3.8)

Usando-se as condigdes complementares de folga para o par primal-dual (ZIONTS

[30]), obtém-se os seguintes resultados:

a) seavariavel primal x; >0, ou sgja, se 0 arco (i, j) pertencer ao conjunto M entéo

Vi Yyt Doz =py, 06 §); (3.3.9)

(i, )T
b) seavariavel dud y; > 0, entéo

_sz(xij +x;) =1 OiOX, (3.3.10)
J

OuU sga, Xj ou X;i seraigual a 1, o que garante que o arco (i, j) pertence ao conjunto dos
arcos do matching;
c) seavariave dual z,> 0, entéo

> % =Ny, ondem=1,2, ..., 2, (3.3.11)
(i,))0Tm



Ou sgja, existem np, arcos do conjunto Vp, que pertencem ao conjunto M, sendo este 0 maior

nimero possivel de arcos em Vi, que podem pertencer ap matching.

O problema do matching poderia ser resolvido através de sua formulagdo
matematica, mas sempre tem-se que obter todos os subconjuntos de vértices de G com
cardinalidade impar. Em grafos com um ndmero razoavel de vértices, esta obtencdo torna-se
dificil, pelo grande nimero de combinagdes de vértices, aumentando o nimero de restricoes
do conjunto (3.3.3) e, consequentemente, 0 tempo computacional. Uma outra maneira de
solucionar o problema do matching é a busca exaustiva, onde todas as possibilidades de
escol has de solugtes seriam testadas. Neste caso, 0 nimero de possibilidades éigual an!.

Na proxima secdo, o algoritmo do matching de peso maximo serd apresentado e a
sua aplicacdo resolve o problema do grande numero de restricdbes que a formulacéo
matemética exige. A combinagdo das igualdades e desigualdades de (3.3.1) a (3.3.11) permite

aconstrucéo de tal algoritmo.

3.4. O ALGORITMO DO MATCHING DE PESO MAXIMO

Nesta se¢éo é apresentado o algoritmo para encontrar o matching de peso maximo,
devido a EDMONDS e JOHNSON [13]. O passo principal deste algoritmo € a construcéo de
arvores ou cadeias alternantes. No Anexo 1, encontra-se um exemplo numeérico de aplicagdo

deste algoritmo.

3.4.1 Descrigao do algoritmo

Passo 1 — Inicializacao:

Sejam My 0 conjunto matching inicial, que ndo contém arcos, e as variaveis duais z,, = 0, onde
m=1, 2, ..., z. Escolha qualquer valor inicia para as variaveis duaisy;, com i [ X, tais que

yi +V; = pjj, paratodos os arcos (i, j) (condicéo 3.3.6).



Fazendo-se cada y; igual a metade do peso maximo, tem-sey; +y; = p;j para todos os arcos

(i,])). Sggak = 0. Denomine o grafo original por Gy = (X, Ex) efacak =k + 1.

Passo 2 — Verificacdo do Vértice Exposto:

Selecione qualquer vértice v, ndo artificial, exposto no grafo Gy, com y, > 0. Se ndo exigtir tal
vértice, va para o passo 6.

Caso contrério, sejaE o conjunto de todos os arcos (i, j) em Gy tais que

yity;+ zzm =py, 0@, ))

(i, )0Tm
Neste momento, o algoritmo procura os arcos (i, j) que satisfazem a igualdade (3.3.9) da
formulagcdo matemética do problema dual do matching (PD). Se x;; > 0, entéo a condicéo
(3.3.9) é verdadeira, isto &, se 0 arco (i, j) pertence ao matching, entdo satisfaz a igualdade
(3.3.9).
A partir do vértice v (rotulado como externo, E), crie uma arvore aternante gerada por v
usando somente arcos em E, rotulando-se os demais vértices alternadamente como internos
(I) e externos (E). Esta rotulacéo serve para atualizar os valores das variaveis duais y; quando
encontra-se uma arvore hiingara.
Se uma cadei a aumentante for encontrada, va para o passo 3.
Se um ciclo impar for encontrado, va para o passo 4.

Se uma arvore hungara for encontrada, va para o passo 5.

Passo 3 — Cadela Aumentante:

Se a cadeia encontrada for uma cadeia aumentante forte, entdo inverta as fungdes do matching
My dos arcos desta cadeia. O vértice v ndo é mais exposto. Selecione outro vértice exposto e
volte ao passo 2.

Caso contrario, selecione outro vértice exposto e volte ao passo 2.

Passo 4 — Ciclo impar:




Denote este ciclo impar por Cy. Faga a retracdo do ciclo impar C, em um vértice artificial ay.
Denote 0 novo grafo por Gk = (X«, Ex). Considere o matching My em Gy, que consiste de todos
0s arcos em My_4(0 conjunto matching anterior) que estéo em Gy.

Nas proximas rotulagdes, todos os vertices retraidos no vértice artificia ayx terdo o mesmo
rétulo de ax. Retorne ao passo 2 e continue o crescimento da arvore gerada pelo vértice v
como em Gy, mesmo que este vértice sgja artificial.

Neste passo, o ciclo impar encontrado é retraido em um vértice artificial, para que possam ser
analisadas todas as cadeias aumentantes formadas por arcos com extremidades nos vértices do

ciclo, o que possibilita um acréscimo no valor do peso final do matching.

Passo 5 — Arvore hiingara:

Sga

di = min{y; +y; - py}
para todo arco (i, j), onde i [I Xo € um vértice externo (E) e O Xo € ndo rotulado. Se néo

existir um vérticej [ Xo ndo rotulado, d; = co.

Considere

[ERN

d2 = = min{y; +y; —pi}

N

paratodo arco (i, j), onde i, j [I Xy sdo vértices externos (E) que estdo em veértices artificiais
distintos. Se ndo existirem vértices rotulados como externos retraidos em vértices artificiais
distintos, d, = co.
Sga

d; = % min{ z}

onde a minimizagdo € tomada em todos os conjuntos de vértices V,, com cardinalidade impar
gue estdo retraidos em um veértice artificial ax que esta rotulado como interno (I). Se ndo

existem vértices artificiais rotulados como internos, dz = .



Segjam
ds = min{y;}
paratodos os vérticesi [ X, que estéo rotulados como externos (E) e

d= ml'n{ dl, dz, d3, d4}

Calcule e guste as variaveis duais como segue:

a) osvaloresdasvariaveisy; de vértices externos (E) sdo subtraidos por d, ou sgja, y; =y —d.

b) osvalores dasvariaveisy; de vértices internos (1) séo acrescidos por d, ou sgja, y; = y; + d.

c) paracadavértice artificial externo (E), em Gy, acrescente a esta variavel dual z, o valor 2d,
ouU sga, Zn=Zy + 2d.

d) paracadavértice artificial interno (1), em Gy, subtraia 2d do valor desta variavel dua z,, ou

Sgja, Zn = Zm — 2d.

Sed = d, entdo o arco (i, j) que determina d; entraem E (pois, com o gjuste dos valores das
variaveis duais, este arco passa a satisfazer a condicéo (3.3.9) e, portanto, € um novo e emento
do conjunto E’). Este arco pode ser inserido na &rvore alternante gerada pelo vértice raiz v.

Retorne ao passo 2 e continue o crescimento da &rvore aternante gerada por v.

Se d = dy, entdo o arco (i, j) que determina d, entra em E (pois o gjuste dos valores das
variaveis duais fez com que este arco satisfaca a condicdo (3.3.9) da formulacdo matematica
do problema do matching). Este arco pode ser inserido na arvore alternante, criando um ciclo

impar. Retorne ap passo 2 e continue o crescimento da arvore alternante gerada por v.

Se d = ds, entdo algumas variaveis duais z tornam-se nulas. Faga a expansdo do vertice
artificial correspondente a esta varidvel dual, voltando ao ciclo impar original. Sgak =k + 1.
Denomine o grafo resultante por Gy = (X«, Ex). Sga o matching My contendo todos os arcos
em My, juntamente com os n; arcos que formam o conjunto matching com os 2n; vértices

expostos de V;. O vértice remanescente de V; é colocado no conjunto matching My (tal vértice



sempre existe, pois V; tem cardinalidade impar, igual a 2n; + 1, e 0 nimero maximo de
matchings possivel no ciclo € n;) desde gque todos os veértices artificiais internos (1) em Gg4
estejam no matching My.

Retorne ao passo 2 e continue o0 crescimento da arvore alternante gerada por v.

Se d = d,, entdo as variaveis duais y; de alguns vértices externos i tornam-se nulas. A cadeia
encontrada na &rvore alternante do vértice raiz v até o vértice i € uma cadeia aumentante
neutra. O arco que contém v torna-se matching e o vértice i torna-se exposto, logo, y; = 0.

Retorne ap passo 2, escolhendo outro vértice exposto qual quer.

Passo 6 — Expansdo dos Vértices Artificiais:

Este passo é realizado somente depois que todas as condigdes de violagdo (3.3.10) forem
examinadas pelo passo 2.

Considere todos os vértices artificiais contidos no grafo final. Faga a expansdo de cada vértice
artificial na ordem inversa (o Ultimo a ser gerado é expandido primeiro, e assim por diante)
induzindo um matching de peso méximo no ciclo impar resultante de cada vértice artificial.

O matching final tem peso méaximo para o grafo original Go. Pare.

O algoritmo encontra a solucéo 6tima quando ndo existirem mais vértices expostos
com varidveis duais positivas, o que implica na inexisténcia de cadeias aumentantes fortes.

Logo, pelo teorema 3.1, o conjunto M encontrado é o matching de peso maximo.

3.5. O PROBLEMA DA DESIGNACAO

Nesta se¢éo, um caso particular do problema do matching com pesos € apresentado.
Considerando-se um grafo bipartido G = (X O X A), onde X* e X® sd0 conjuntos
independentes de vértices, os arcos a = (wj, W) 0 A comw; 0 X* e w [ X° com pesos pj, O

objetivo deste problema é encontrar o matching de peso maximo (ou minimo) com arcos do



grafo G. A versdo deste problema com peso minimo (ou custo minimo) é mais conhecida na
literatura como o problema da designacdo (CHRISTOFIDES [7]). A figura 3.12 mostra um
exemplo de problema de designacéo.

Para resolver o problema da designacéo, o algoritmo do matching com pesos pode
ser utilizado. A principal complicacdo encontrada no algoritmo do matching € aformacéo e a
retracdo de ciclos impares, mas no problema da designacdo ndo existe possibilidade de
formacéo de tais ciclos, pois o grafo deste problema € sempre bipartido, e 0 nimero de
vértices que formam um ciclo € sempre par. Assim, o algoritmo da designacdo pode ser

formulado de uma maneira mais simples, desconsiderando-se os ciclos impares.

FIGURA 3.12 - EXEMPLO DE UM
PROBLEMA DE DESIGNACAO.

3.5.1 Descricdo do algoritmo da designacéo

O algoritmo descrito nesta se¢éo, foi desenvolvido por KONIG [17], EVERGARY
[14] e KUHN [18, 19] e é uma adaptacdo do algoritmo do matching com peso minimo. A
versao deste algoritmo para peso minimo é conhecida na literatura como Método Hungaro, e

as operagOes sdo feitas em uma matriz, chamada de matriz reduzida de custos.

Passo 1 — Inicializacao:




Seja My 0 conjunto matching inicial, que ndo contém arcos do grafo G = (X, A), onde
X = X2 0 X°. Escolha qualquer valor inicia para as varidveis duais yi, com i O X, tais que
yid+y b < pij, paratodos os arcos (i, j).

Sejak = 0. Denomine o grafo origina por Gy = (X, Ex). Fagak =k + 1.

Passo 2 — Verificacdo do Vértice Exposto:

Selecione qualquer vértice v, ndo artificial, exposto no grafo Gy, com y, > 0. Se ndo exigtir tal

vértice, vaparao passo 5.

Caso contrério, sgjaE o conjunto de todos os arcos (i, j) em Gy tais que

yi*+y,°"=p;, OG,j), ondei OX?ejOX° (3.6.1)
A partir do vértice v (rotulado como externo, E), crie uma arvore aternante gerada por v
usando somente arcosem E .

Se uma cadei a aumentante for encontrada, va para o passo 3.

Se uma arvore hungara for encontrada, va para o passo 4.

Passo 3 — Cadeia Aumentante:

Se a cadeia encontrada for uma cadeia aumentante forte, entdo inverta as fungdes do matching
My dos arcos desta cadeia. O vértice v ndo é mais exposto. Selecione outro vértice exposto e
volte ao passo 2.

Caso contrario, selecione outro vértice exposto e volte ao passo 2.

Passo 4 — Arvore hiingara:

Segjam

di=min{p; -y * -y
paratodo arco (i, j), ondei O X® é um vértice externo (E) ej O XP é ndo-rotulado;
d> = min{yi}

para todos os vérticesi [7X* que estdo rotulados como externos (E) e



d = min{ds, dz}.

Calcule e guste as variaveis duais como segue:

a) os valores das varidveis y; ¢ de vértices rotulados como externos (E) s30 subtraidos por d,
ousga, y*=y* —d.

b) os valores das variaveis y;  de vértices rotulados como internos (1) sdo acrescidos por d, ou

sga yi° =y +d.

Sed = dy, entdo o arco (i, j) que determina d; entra em E . Este arco pode ser inserido na
arvore alternante. Retorne ao passo 2 e continue o crescimento da arvore aternante gerada

pelo vértice v.

Sed = d,, entdo as variaveis duais y; ® de alguns vértices externos i tornam-se nulas. A cadeia
encontrada na arvore alternada do vértice raiz v até o vértice i € uma cadeia aumentante
neutra. O arco que contém v torna-se matching e o vértice i torna-se exposto, logo, y; = 0.

Retorne ao passo 2, escolhendo outro vértice exposto qual quer.

Passo 5 - Final:

O matching final tem peso méximo para o grafo origina Go. Pare.

3.5.2 O método hungaro visto como o algoritmo do matching simplificado

Usuamente, as operacOes deste algoritmo sdo feitas em uma matriz de pesos (ou
custos) Cnan, onde as linhas representam os n vértices de X2 e as colunas os n vértices de X°.

Quando o numero de elementos de cada conjunto de veértices difere, utilizam-se
vertices artificiais com o objetivo de completar a matriz C. Os pesos das combinacdes dos
vertices artificiails com os demais vértices sdo considerados iguais a o, pois 0 objetivo do

problema é minimizar os pesos da designacdo final.



Iniciaase com um conjunto matching My formado por arcos que satisfazem a
condicéo (3.6.1). Para determinar o conjunto My, verifica-se qual é o menor elemento de cada
linhai damatriz C. O menor elemento dalinhai & subtraido em todas as entradas da linha i da
matriz C. O mesmo procedimento feito nas linhas é feito nas colunas da matriz C. Este € 0
passo 1 do algoritmo do matching de peso minimo, e quando pjj - Vi ® - =0, 0arco (i, )
entrano conjunto E~ (poisy; @ + Yi b= Dij)-

A matriz encontrada, C’, contém varios zeros, 0s quais determinam o conjunto de
arcos gue podem formar um matching inicial Mo. Estes zeros séo designados arbitrariamente,
de tal modo que cada linha e cada coluna de C’ pode ter apenas um elemento nulo designado
(os demais elementos ficam eliminados), caso contrario ndo tem-se um matching. Esta matriz
€ denominada matriz reduzida de custos de C.

Na matriz C’, as linhas que ndo tem zeros designados indicam vértices expostos no
grafo G. Nafigura 3.13 tem-se um exemplo da matriz reduzida C’ com 0s respectivos custos
c’j e os elementos das linhas e das colunas pertencentes, respectivamente, aos conjuntos X° e
X°. Sejaj uma linha sem designacao. Esta linha é marcada e procura-se o zero que tenha sido
eliminado nesta linha, no caso, o elemento ¢;;, € marca-se a coluna i. Procura-se na coluna i
um zero designado, no caso, ¢, € marca-se a linha h. Repete-se 0 mesmo procedimento até
n&o ser mais possivel encontrar zeros designados.

Este procedimento matricial € a determinagéo das arvores ou cadeias alternantes do
algoritmo do matching com pesos. Nas marcacdes de linhas e colunas, determina-se qual é o
caminho da cadeia ou arvore aternante. Neste exemplo, o caminho j2 —i® —h® —k° —n? é
umaarvore hingara.

Os custos de C’ sdo dados por ¢ij = ¢j —pi ® —pj b e 0s calculos para a determinago
de d minimo podem ser feitos com os elementos c’j, e por este motivo a matriz C’ é chamada
de matriz reduzida. As varidveis duais de vértices de X* (vértices externos) sio subtraidas por
d e as variaveis de XP (vértices internos) sdo acrescidas por d. Na matriz C’, as entradas das

linhas marcadas séo subtraidas por d e as entradas das colunas marcadas sdo acrescidas por d.



FIGURA 3.13 — EXEMPLO DA RESOLUGAO DO PROBLEMA DA
DESIGNAGCAO NA FORMA MATRICIAL.
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O procedimento repete-se enquanto existirem vértices expostos, ou sga, ainda
existem linhas da matriz C’sem designagéo.

Os célculos feitos para 0 problema da designacdo séo os mesmos do problema do
matching de peso minimo, mas o problema da designacéo pode ser resolvido com o uso da
matriz reduzida. O esforco computacional para os dois problemas € 0 mesmo e o algoritmo
genérico do matching de peso maximo (ou minimo) pode ser utilizado para resolver o

problema da designacdo sem aumento de tempo computacional .

3.6 ALGUMASADAPTACOES DO ALGORITMO DO MATCHING

Em qualquer aplicacédo pratica de um agoritmo, o tempo computacional € um dos
fatores mais importantes, pois um algoritmo programado de modo correto, mas que demora
muito para apresentar resultados pode mostrar-se ineficiente para empresas, onde o fator
tempo é muito importante. Por este motivo, os agoritmos devem ser programados de tal
modo que seu tempo computacional seja o menor possivel.

O numero de operagdes envolvidas no algoritmo do matching de peso méximo é

uma fungdo polinomial do nimero de vértices do grafo, n. Quanto maior o nimero de



vértices, maior o0 nimero de comparacdes e construcoes de cadeias e arvores alternantes. O
tempo computacional cresce, teoricamente, na ordem de n*, embora na prética este
crescimento seja um pouco menor, aproximadamente na ordem de n® (THACKER [26]).
Além disso, o agoritmo sempre toma arvores alternantes e vértices expostos de maneira
aleatoria, aumentando o esfor¢co computacional.

Com o objetivo de melhorar a performance computacional do algoritmo, algumas
modificacbes apresentadas a seguir foram feitas neste trabalho, sem perder a generalidade do
algoritmo e satisfazendo as condicdes impostas que garantem a solucdo 6tima, e que foram
mostradas nas se¢Oes anteriores deste trabal ho.

Quanto a entrada dos dados, os vértices foram todos ordenados. No momento da
escolha do primeiro vértice exposto, ao invés de ser escolhido um vértice, arbitrariamente, o
algoritmo toma o primeiro vértice ordenado (uma outra abordagem equivalente pode ser feita
tomando-se, por exemplo, o Ultimo da lista). Nos proximos passos, 0 algoritmo procura
vértices expostos na ordem crescente da lista ordenada de vértices (ou decrescente, se a outra
abordagem for utilizada). Desta forma, houve um ganho no tempo computacional, pois se a
forma arbitréria fosse utilizada, o algoritmo poderia escolher arbitrariamente um mesmo
vértice diversas vezes, mesmo gue o vértice ndo fosse exposto.

Uma outra modificacdo no algoritmo foi feita com o objetivo de minimizar o
numero de ciclos impares, visto que a formacdo dos mesmos implica naretracéo e a expansao
dos mesmos e 0 esfor¢o computacional torna-se maior.

Para evitar a0 maximo a formagdo de tais ciclos, o agoritmo pode encontrar um
melhor vértice exposto para formar uma arvore alternante. Nafigura 3.14, osvértices 1, 2 e 7
s80 expostos. Se o vértice 2 for escolhido, pode-se formar as cadeias aumentantes C; = {1, 2},
C,={2,3,4,7 eC3={2,6,5, 7}. Por outro lado, pode-se formar o ciclo impar C, ={2, 3, 4,
5, 6}. O agoritmo evita aformagdo do ciclo impar pesquisando as possibilidades de escolhas
de cadeias aumentantes que podem ser formadas. Deste modo, um ciclo impar sO sera

formado se ndo existir outra escolha.



FIGURA 3.14 — EXEMPLO DE
FORMACAO DE UM CICLO IMPAR.

Este modo de evitar os ciclos impares ndo impede que o agoritmo encontre a
solugdo étima, pois os ciclos sdo sempre retraidos para que os arcos adjacentes aos vertices
dos mesmos segjam pesquisados para encontrar 0 melhor matching, sendo a mesmaidéa usada
nos dois casos.

Deste modo, houve um ganho no tempo computacional, pois o nimero de operaces
e de comparagdes foi reduzido. Além disso, 0 nimero de grafos alternativos, com vértices
artificiais também foi minimizado. Portanto, o algoritmo terd uma melhor performance,
melhorando sua aplicacdo em problemas que necessitam de resultados mais imediatos, que € 0
caso do problema das escal as de motoristas de 6nibus que sera visto no proximo capitul o.

Uma das fases do problema das escalas de motoristas e cobradores de 6nibus é o
problema da designacdo dos finais de semana para cada escala formada em dias Uteis, e a
tltima fase é a designacdo de cada jornada semana construida para um funcionario. Estes
problemas foram resolvidos utilizando-se o algoritmo genérico do matching com pesos, sem
perda de tempo computacional, pois como foi mostrado na se¢céo anterior, os célculos para a
versao do problema da designacdo, feitos na matriz reduzida do grafo, sGo os mesmos do
algoritmo genérico do matching.

No proximo capitulo, o problema das escalas de motoristas e cobradores de 6nibus
serd mostrado, com suas restri¢des e as aplicacfes do algoritmo do matching de peso maximo

em cada uma de suas fases.






CAPITULO IV

4. A APLICACAO DO ALGORITMO DO MATCHING NO PROBLEMA
DASESCALASDE MOTORISTASE COBRADORESDE ONIBUS

4.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

Neste capitulo, o problema da construcdo de jornadas semanais de trabalho para
motoristas e cobradores de Onibus e suas formas de resolugcdo séo descritos. O objetivo
principal das empresas de 6nibus, na elaboracdo das jornadas, é construi-las de tal maneira
gue o custo total com motoristas e cobradores sgfa minimo.

Para minimizar custos, um maior aproveitamento dos horérios deve ser feito,
reduzindo o total de horas ociosas e de horas extras, além da quantidade de motoristas e de
cobradores.

As empresas de transporte coletivo da cidade de Curitiba utilizam as jornadas
semanais de trabalho dos motoristas e cobradores com padr&o ideal de duragéo igual a 36
horas. Asjornadas semanais com duracdo maior do que o padréo ideal representam um custo
maior para a empresa, pois 0 que excede as 36 horas é contabilizado como hora extra, e 0
valor pago pela hora extra € 50% maior. Por outro lado, outras jornadas semanais podem ter
duracdo menor do que o padrdo ideal, o que evidencia um nimero de horas ociosas, pois neste
caso, a empresa paga pelas 36 horas.

O servico de transporte urbano difere dos servigcos com horarios normais, pois tem
caracteristicas proprias. As escalas de horarios dos 6nibus sdo construidas de acordo com a
demanda dos usuarios, o que implicaem horarios de inicio e término desencontrados e escalas
com duragOes variadas, 0 que impossibilita que todos os funcionérios tenham 36 horas
semanais de trabalho. Outros servigos dependem somente do horario de funcionamento da

empresa, e as escalas de horarios podem ter duracbes uniformes.



Existe uma grande demanda em aguns horarios, como no inicio da manha e no fina
da tarde. Muitos 6nibus so circulam nestes horérios e depois voltam a garagem, gerando
algumas escalas de curta duracdo que sdo as denominadas jornadas curtas. Nos demais
horarios, existe demanda, embora seja menor, existindo alguns 6nibus com escalas maiores,
gue sdo denominadas jornadas longas. Na figura 4.1, encontra-se um grafico da demanda
média de motoristas e cobradores em dias Uteis, para os tipos de linhas de 6nibus interbairros,

convencionais, alimentadores e expressos de uma empresa da cidade de Curitiba.

FIGURA 4.1 — DEMANDA MEDIA DE MOTORISTAS
E COBRADORES EM DIASUTEIS.
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Cada linha possui os chamados pontos de “rendi¢cdo”, que sdo os locais onde s&o
possivels as trocas de motoristas e/ou cobradores. Estes locais sdo geralmente terminais de
Onibus ou o ponto final dalinha.

Para designar os horarios dos 6nibus aos respectivos motoristas e/ou cobradores, as
escalas de longa duragéo devem ser divididas de tal forma que as escalas resultantes possam
ser combinadas com as demais, formando as jornadas diarias de trabalho dos funcionarios

com custo minimo. Estas divisdes sdo feitas de acordo com os pontos de “rendicéo”



linha. Algumas empresas da cidade de Curitiba utilizam um programa que faz estas divisoes
de tal modo que pelo menos uma escala de curta duragéo possa ser gerada de cada escala de
longa duracdo dividida. Este programa utiliza a Programacdo Dinamica (CARNIERI [4, 5]).
Esta € aprimeirafase do problema, e ndo sera abordada neste trabal ho.

A necessidade do cumprimento da legisacdo trabahista e de acordos com o
Sindicato dos Trabalhadores impede, muitas vezes, que um melhor aproveitamento dos
horarios sgjafeito.

Existem trés tipos de tabelas de escalas de horarios, uma para dias Uteis, outra para
sabados e outra para os domingos.

As tabelas divididas sdo consideradas, e as escalas de curta duragcdo resultantes
devem ser combinadas para a formagdo da jornada diéria de um motorista. Esta é a segunda
fase do problema, e estas combinacdes sdo feitas através do algoritmo do matching de peso
maximo. Cada escala representa um vértice v do conjunto de vértices V. em um grafo
G = (V, A), e os arcos pertencentes ao conjunto A representam combinagdes factiveis de
escalas. A figura 4.2 mostra um exemplo de representacéo de escalas em um grafo completo.
Quando uma combinacgéo de escalas ndo for possivel, o arco entre essas duas escalas ndo

existe, ou sgja, 0 peso da combinagdo € nulo.

FIGURA 4.2 — EXEMPLO DE REPRESENTACAO DE
COMBINACOES DE ESCALASEM UM GRAFO.

Um peso maximo é atribuido aos arcos que representam combinacBes que tém
duragBes iguais a0 padrdo idea didrio, de 6 horas. As demais combinagdes tém arcos com

pesos proporcionals que variam de acordo com suas respectivas duragoes. Atualmente,



algumas empresas da cidade de Curitiba utilizam um algoritmo heuristico para fazer tais
combinagdes, que € baseado na maneira com gue as combinagdes eram feitas manua mente.

De acordo com as leis trabalhistas, um motorista deve ter, no maximo, duas escalas
de curta duracdo em sua jornada diaria, e estas devem ter um intervalo minimo de 1 hora e
maximo de 5 horas entre elas. As combinacfes que ndo estiverem neste intervalo, devem ter
pesos nulos.

Outralei trabal hista determina que um horario de final de semana pode ser designado
para cada motorista e cobrador. Esta é aterceirafase do problema, e 0 modelo da designacéo
foi utilizado como o agoritmo do matching de peso méximo simplificado, sendo atribuido um
peso maximo as combinagdes que tém duragdo igual ao padréo ideal de 36 horas.

O tempo computacional ndo impediu a utilizacdo destes algoritmos exatos, pois as
empresas fazem as escalas separadamente, de acordo com as categorias de linhas de 6nibus.
As maiores categorias tém, aproximadamente, 400 escalas de trabal ho.

Desta maneira, as jornadas semanais de trabalho de motoristas e cobradores de
Onibus de cada empresa podem ser construidas, de forma a se obter um custo minimo.

Apbs a construcdo das jornadas dos motoristas e dos cobradores, a Ultima fase do
problema consiste na designacéo de cada funcionario a uma jornada semanal de trabal ho.

Novamente, o algoritmo do matching com pesos foi utilizado, atribuindo-se um peso
maximo as designacdes de jornadas que mais se aproximam das jornadas que os funcionarios
faziam anteriormente. Objetiva-se, desta forma, minimizar as alteracbes nas jornadas de
trabalho para os funcionérios. A proximidade das jornadas anteriores com as atuais é
verificada através dos horarios de inicio e de término das jornadas, e comparando-se as linhas
gue os funcionarios tinham anteriormente e as linhas atuais.

A cada intervalo de tempo que a nova jornada difere da jornada anterior de um
funcionario, o peso da designacdo da nova jornada para o funcionério tem um desconto,
penalizando-se, desta forma, o arco em questdo. Por exemplo, a cada meia hora que a nova
jornada inicia antes da jornada anterior, desconta-se 5 pontos do peso da designacdo do

funcionério paraanovajornada



Quando a linha da nova jornada for diferente da linha que o funcionario fazia, o peso
da designacdo do funcionario para a nova jornada sofre um desconto.

Alguns funcionérios ndo tém disponibilidade em todos os horarios, pois 0s mesmos
tém um outro emprego. Desta forma, a nova jornada de um funcionario deve ter o horério
compativel com a disponibilidade do mesmo. Quando esta restricdo for violada, o peso da
designacéo do funcionario para a novajornada é nulo.

Desta maneira, as jornadas construidas na primeira fase podem ser designadas aos
funcionérios, de tal modo gue se aproximem ao maximo das jornadas que os funcionérios
faziam anteriormente. No fluxograma 4.1, encontram-se todas as fases do problema e as

técnicas utilizadas pararesolvé-las.

Fasel Técnica: Programac&o Dindmica
Quebras das escalas de Resultado: escalas com
longa duracéo menor duracéo
Fasell Técnica: Matching de peso maximo
CombinacOes das escalas Veértices. Escalas didrias de trabalho
resultantes da Fase | Arcos. Combinagdes de escalas
Faselll Técnica: Matching de peso maximo
Designacio das jornadas Vertices: >b<a = jornadas de dias Uteis
de dias (teis para as X" = jornadas de final de semana
jornadas de fim de semana Arcos. Combinagdes de jornadas
Fase |V Técnica: Matching de peso maximo
Designac3o das jornadas Vértices X = jornadas semanais
semanais de trabalho = funcionérios
para os funcionarios Arcos: Combinagdes de jornadas para funcionarios

FLUXOGRAMA 4.1 — ASETAPAS DA RESOLUCAO DO PROBLEMA.



Nas secOes seguintes, cada uma destas fases para a resolucéo do problema e as

técnicas utilizadas sdo detal hadas.

4.2. ASFORMASDE ENTRADA E ASPARTICULARIDADES DOS DADOS

Quando um 6nibus comega a operar em um determinado horério, o motorista deve
dirigir-se a garagem da empresa parainiciar sua jornada de trabalho. Nestes casos, a empresa
acrescenta meia hora na jornada de trabalho do motorista para que 0 mesmo possa deslocar-se
até a garagem e conduzir o énibus até o ponto de partida da linha. O mesmo ocorre quando a
escala do Onibus termina, e 0 mesmo deve ser recolhido para a garagem.

Os cobradores devem prestar contas a empresa ao final de cada jornada de trabal ho.
Deste modo, o tempo de suas jornadas sdo incrementadas em meia hora a partir de seu
término. A tabela 4.1 mostra um exemplo de tabelas de motoristas acrescidas ou ndo com
meia hora. Nesta tabela, os pontos inicia e final de cada escala sdo numerados, e representam
pontos finais das linhas ou terminais de 6nibus. Somente nestes pontos sdo feitas as trocas de

motoristas e cobradores.

TABELA 4.1 — EXEMPLO DE ESCALASDE MOTORISTAS CORRIGIDAS, APOSAS QUEBRAS.
Ponto Inicioda Inicioda Témino Témino Ponto

Linha inicial jornada tabela databela dajornada Final Duragao
259 Garagem 03:40 04:10 04:50 05:20 Garagem 01:40
242 Garagem  04:58 05:28 09:28 09:28 24202  03:30
181 Garagem 05:00 05:30 10:50 10:50 00001  05:50
342 Garagem 04:40 05:10 08:58 09:28  Garagem 04:48
260 00013 08:45 08:45 16:15 16:15 00013  07:30
226 Garagem 05:50 06:20 09:20 09:20 00006  03:30
181 00001 10:50 10:50 13:20 13:20 18101  02:30

FONTE: Mostra parcial de umatabela para dias Uteis da empresa Transporte Coletivo
GlériaLtda

Para facilitar as operacbes com os horérios e evitar erros de arredondamento, os

horarios de inicio e término das escalas, bem como as duragbes das jornadas sdo



transformados em minutos. Analogamente, os minutos podem ser transformados em decimais
de hora. Esta operacéo facilita a comparagdo entre os horarios de inicio e término de jornadas
para que 0s pesos das combinacdes de jornadas possam ser calculados.

Com os dados mostrados nesta secéo, podem ser verificadas as condicbes impostas
pelas leis trabalhistas, com o objetivo de calcular os pesos para a aplicagéo do algoritmo do

matching de peso méximo nas tabelas de dias Uteis e de finais de semana.

4.3. ASREGRASIMPOSTASPELASLEGISLACOES TRABALHISTASE SUASAPLICACOES
COMPUTACIONAIS

Quando duas escalas de curta duragdo sdo combinadas, as mesmas devem ter um
determinado intervalo fixo. De acordo com as legislagdes trabalhistas e acordos com o
Sindicato dos trabalhadores desta categoria, este intervalo deve ter no minimo 1 hora e no
maximo 5 horas de duracdo. Para as combinagdes de escalas que ndo estdo neste intervalo,
deve-se atribuir um peso nulo.

As combinagdes que sobrepdem escalas também devem ser evitadas e recebem peso
nulo. A figura 4.3 mostra alguns exempl os de escalas que podem ou ndo ser combinadas.

Para que o intervalo minimo de 1 hora sgja satisfeito, deve-se calcular a diferenca
entre o inicio da escalai e o fina da escala j. No exemplo da figura 4.3, as escalas 1 e 3
satisfazem esta condicdo e podem ser combinadas. Generalizando, pode-se descrever esta
condicéo da seguinte forma:

Inicio(i) —Fim(j) = 1 hora (4.3.1)
sendo i e] escalas distintas.

O intervalo maximo de 5 horas é satisfeito quando a diferenca entre o inicio da escala
i eofina daescalaj for menor ouigual a5. O inicio daescalai deve ser maior do gque o final
daescala j, em caso contrério, a diferenca deve ser tomada entre o inicio da escalaj e o final
da escala i. No exemplo da figura 4.3, as escalas 1 e 4 ndo podem ser combinadas, pois o
intervalo entre as mesmas é igua a 5:20 horas. Esta condi¢do pode ser descrita do seguinte
modo:

Inicio(i) —Fim(j) < 5 horas (4.3.2)



onde i e sdo escalas distintas e o inicio da escalai € maior do que o final da escalaj. As
condigdes (4.3.1) e (4.3.2) evitam a sobreposicéo de escalas, pois tais situagdes fornecem
diferencas negativas entre o inicio de uma escala e o final de outra. No exemplo dafigura 4.3,

asjornadas 1 e 2 exemplificam uma sobreposi¢ao de jornadas.

FIGURA 4.3 — EXEMPLO DE COMBINACOES DE ESCALAS.

5:05 [Escala
Escalal
! |
135 [Exaia]
1 I
1015 15:00
Escala3
| |
13:25 1755

Para que as combinacfes sgjam feitas com o0 nimero minimo de horas extras, cada
empresa estipula uma duragdo maxima para as combinacdes de escalas. Esta duracdo varia de
acordo com o tipo de tabela de cada empresa, e deve ser menor do que 8 horas, que € o valor
da duracdo méaxima de uma jornada, determinado pelas leis trabalhistas. Denotando-se esta
duragcdo como Maior Duragao, tem-se a seguinte condic¢ao:

Duracéo(i) + Duracéo(j) < Maior Duracéo (4.3.3)
ondei e sdo escaas distintas.

Outra regra imposta pelas legislaces trabalhistas € que motoristas e cobradores
devem ter, pelo menos, 11 horas de descanso entre dois dias consecutivos de trabalho. Como
as empresas utilizam a maior combinagdo possivel de duas jornadas com 8 horas de duracéo,
esta condicdo ndo precisa ser verificada entre os dias Uteis, pois a duracdo da maior
combinagdo possivel de escalas é de 8 horas, e o intervalo méaximo é de 5 horas, resultando
em uma jornada de trabalho com 13 horas de duracédo, onde o funcionario tera as 11 horas de
descanso. No entanto, para a fase do trabalho onde a designacéo dos finais de semana para 0s

dias Uteis é feita, deve-se verificar se esta condicéo € satisfeita.



Com as condi¢gbes descritas nesta se¢do, podem ser calculados os pesos das
combinacOes de escalas para a aplicagdo do algoritmo do matching de peso maximo,

evitando-se aquel as que ndo podem ser combinadas com a atribui¢éo de pesos nulos.

4.4. A UTILIZACAO DO ALGORITMO DO MATCHING DE PESO MAXIMO PARA A FORMAGAO DAS
JORNADASDIARIAS DE TRABALHO

Algumas empresas elaboram as jornadas didrias manuamente, um trabalho
demorado, exaustivo e gque esta sujeito a alguns erros de calculo. As empresas citadas neste
trabalho utilizam um algoritmo heuristico de combinagdes, baseado nas experiéncias dos
funcionérios que elaboravam estas tabelas manual mente.

O agoritmo heuristico inicia com as escalas que menos combinam com as demais,
sempre procurando combinar aquelas que ndo formam horas extras. Quando duas escalas
combinam, mas formam horas extras, procura-se a melhor combinagdo, isto €, aquela que
forma o menor nimero de horas extras.

O padréo de jornada semana de trabalho usado para os servicos de transporte
coletivo em Curitiba, tanto para motoristas quanto cobradores é de 36 horas de trabalho. As
jornadas semanais com durag&o total maior do que o 36 horas representam um custo maior
para a empresa, pois esta diferenca € contada como hora extra, e a empresa paga 50% a mais
ao funcionario referente ao nimero de horas extras.

O padréo ideal de uma jornada diaria para motoristas e cobradores € de 6 horas de
duragdo, pois 0 mesmo tem 6 dias de trabalho por semana. Desta maneira, um peso maximo
deve ser atribuido para as combinagdes de escal as com duragdo igual a6 horas.

As demais combinacfes podem receber outro tipo de peso. A seguir, sG0 mostradas
as comparacOes entre algumas abordagens sobre os pesos aplicados ao a goritmo do matching

de peso méximo e os resultados destas aplicacoes.



4.4.1. A utilizacdo de pesos em intervalos detempo

A primeira abordagem desenvolvida neste trabalho, para atribuicdo de pesos para a
segunda fase do problema utiliza trés tipos de pesos. Esta estrutura denomina-se pesos em
interval os de tempo.

Nesta estrutura, um peso maximo € atribuido as combinacdes de escalas que tém
duracdo proxima de 6 horas. Esta proximidade € medida através dos parametros €; € €;, € a
empresa pode variar estes parametros de acordo com suas tabelas. Deste modo, se uma
combinacéo de escalas tem o valor da duracéo total no intervalo [6 — €1, 6 + €], entdo seu
peso sera maximo. A figura 4.4 mostra a estrutura dos pesos em interval os de tempo.

As combinagtes de escalas que tém duragdo menor do que 6 — €, ou maior do que
6 + €, recebem um peso minimo, pois as escalas neste intervalo formam mais horas ociosas e

horas extras, respectivamente.

FIGURA 4.4 — ESTRUTURA DOSPESOSEM INTERVALOSDE TEMPO.

peso minimo peso maximo peso minimo | peso nulo

|
6-¢; 6horas 6+¢, Maior Duragdo

Este peso minimo deve ser maior ou igual a metade do peso méximo, pois se uma
cadeia aumentante com trés arcos for encontrada, onde dois arcos tém peso minimo e um tem
peso maximo, o agoritmo do matching combina as escalas com peso minimo e a empresa
reduz uma jornada de trabalho, e consequentemente, um funcionario. Deste modo, o nimero
de motoristas € minimizado. Por outro lado, se 0 peso minimo for menor do que a metade do
peso maximo, o algoritmo ndo faz atroca, e umajornada de trabalho amais é feita.

Se duas escalas tém duragdo total maior do que a duragdo méxima, entdo seu peso
énulo.

O algoritmo usado para construir 0s pesos com intervalos € uma combinacdo das

igualdades (4.3.1), (4.3.2) e (4.3.3) e pode ser escrito do seguinte modo:



Parai=1atén
Paraj=1atén
Selnicio(i) > Fim(j)
Selnicio(i) —Fim(j) = 1 horae
Inicio(i) —Fim(j)< 5horase
Duracéo(i) + Duracao(j) < Maior Duracéo, ent&o:
Se Duracéo(i) + Duracao(j) <6 —€; ou
Duracéo(i) + Duracao(j) > 6 + €;, entao:
Peso(i, j) = Peso Minimo
Caso contrario:
Peso(i, j) = Peso Maximo
Fim
Caso contrario:
Peso(i, j) =0
Fim
Caso contrério:
Selnicio(j) —Fim(i) = 1 horae
Inicio(j) —Fim(i)< 5horase
Duracéo(i) + Duracao(j) < Maior Duracéo, entéo:
Se Duracéo(i) + Duracao(j) <6 —€; ou
Duracéo(i) + Duracao(j) > 6 + €;, entao:
Peso(i, j) = Peso Minimo
Caso contrario:
Peso(i, j) = Peso Maximo

Fim
Caso contrario:
Peso(i, j) =0
Fim
Fim
Préximoj

Proximoii

Foram feitos diversos testes para os parametros €; e €, e 0os melhores resultados
encontrados foram para €; = 20 minutos e €, = 15 minutos. Cada empresa utiliza um
paréametro de duragdo méxima de jornadas distinto, geralmente menor do que 8 horas.

Aplicando-se o algoritmo do matching com os mesmos parametros das empresas

indicadas, obteve-se os resultados databela 4.2, que representam o nimero de jornadas diarias



de trabalho de cada tabela em cada empresa. Em algumas tabelas, o algoritmo heuristico
obtém o0 mesmo resultado do algoritmo exato, mostrando que o algoritmo heuristico encontra

o resultado 6timo em alguns casos.

TABELA 4.2 — RESULTADOS DA APLICAGAO DO ALGORITMO
DO MATCHING COM PESOS EM INTERVAL OS DE TEMPO.

Dias Uteis Sabados Domingos
Heuristico Exato Heuristico Exato Heuristico Exato
C. Sorriso 284 284 162 161 132 131
Redentor 291 291 165 162 134 133
Gléria 305 299 174 174 151 151

NOTA: Os valores desta tabela representam o nimero de jornadas diarias de
trabalho obtidos por cada agoritmo. O mesmo algoritmo heuristico esta
sendo utilizado por estas trés empresas.

FONTE: Empresas Viagdo Cidade Sorriso Ltda., Auto Viagdo Redentor SA. e

Transporte Coletivo Gléria Ltda.

O tempo computacional do algoritmo exato € em meédia, 3 vezes maior do que do
algoritmo heuristico. As tabelas sdo construidas separadamente, de acordo com as categorias
das linhas de 6nibus. As maiores tabelas utilizadas pelas empresas citadas neste trabalho tém,
no maximo, 400 escalas. O algoritmo heuristico resolve o matching para dias Uteis de uma
tabela de 390 escalas, em um micro computador Pentium 11 de 400 MHz, em 30 segundos, € 0
exato em 1 minuto e 30 segundos nas mesmas condi¢des que o heuristico. Como o tempo ndo
é téo elevado e os resultados sdo melhores, o tempo computacional ndo é um problema.

Com relagdo a esta estrutura de pesos, a desvantagem encontrada nos resultados € o
numero elevado de horas extras e de horas ociosas que sdo formadas. Esta formacdo deve-se a
penalidade igual & formagdo de poucas horas extras (ou ociosas) e de muitas horas extras (ou
ociosas). Uma outra forma de estruturar os pesos para 0 algoritmo do matching € descrita a
Seguir, e sua construcdo procura amenizar o problema do grande nimero de horas extras e de
horas ociosas encontrado nos pesos em interval os de tempo.

4.4.2. A utilizacdo de pesos propor cionais as dur ages das combinacdes de escalas de
dias (teis



A segunda abordagem para a estrutura de pesos desenvolvida neste trabalho é
chamada de pesos proporcionais as duragdes das combinagOes de escalas. Este tipo de
abordagem sobre pesos para 0 matching tem a caracteristica de penalizar mais a formagéo de
horas extras e de horas ociosas nas escalas do que o método mostrado na secéo 4.4.1.
Portanto, o algoritmo do matching ndo estard minimizando o nimero de motoristas, e sm a
guantidade total de horas extras e de horas ociosas.

As combinagtes de escalas que tém duracdo menor ou igual a 6 horas recebem um
peso igual a sua duracdo. Deste modo, as combinacdes de escalas com curta duracdo tém
pesos menores, o que evita aformagdo de muitas horas ociosas. Sei e sdo escalas distintas, 0
peso da combinacéo (i, j) € dado por:

Peso(i, j) = Duragao(i) + Duracao(j) (4.4.1)
onde as combinagdes com 6 horas receberdo o peso maximo igual a 6.

Por outro lado, as combinagdes de escalas (i, j) que tém duracdo maior do que 6
horas recebem o seguinte peso:

Peso(i, j) =6 —1,5(Duracao(i) + Duracéo(j) —6) (4.4.2)
onde a constante 1,5 é utilizada como penalidade a formag&o de horas extras. O valor 1,5 tem
relagdo com o custo que a empresa tem com as horas extras, ou sgja, 50% a mais sobre 0
salario do funcionario. Na equacéo (4.4.2), o numero de horas extras estéa sendo multiplicado
a constante de penalidade 1,5 e quanto maior for 0 nimero de horas extras de uma
combinagdo, menor Serd 0 seu peso e, consequentemente a sua possibilidade de combinar sera
peguena.

O agoritmo usado para formar os pesos para combinar as escalas de dias Uteis
utiliza as igualdades e desigualdades (4.3.1), (4.3.2), (4.3.3), (4.4.1) e (4.4.2) e pode ser
escrito de forma andloga ao agoritmo de formagdo de pesos em intervalos de tempo,
apresentado anteriormente. O agoritmo completo da formagdo deste tipo de pesos esta
descrito no Anexo .

O agoritmo do matching de peso maximo ndo tem uma performance satisfatéria

com este tipo de pesos, pois como 0S mesmos procuram penalizar a formagao de horas extras



e 0 algoritmo ndo combina algumas escal as que tém peso reduzido. Por este motivo, 0 nimero

de jornadas ndo foi reduzido, e os resultados mostrados na tabela 4.3 evidenciam este fato.

TABELA 4.3 — RESULTADOS DA APLICAGAO DO ALGORITMO
DO MATCHING COM PESOS PROPORCIONAISAS DURACOES DE ESCALAS.

Dias Uteis Sabados Domingos
Heuristico Exato Heuristico Exato Heuristico Exato
C. Sorriso 284 286 162 161 132 131
Redentor 291 294 165 163 134 133
Gléria 305 307 174 174 151 151

NOTA: O mesmo algoritmo heuristico esta sendo utilizado por estas trés empresas

Apbs o clculo dos pesos das combinagdes, tem-se uma idéia do maior peso que
uma escalai possui, ou sgja, pode-se saber qual é a escala que melhor combina com a escala i
da tabela. A partir desta informagdo, todos o0s pesos das combinagdes das escalas com uma
escalai sdo multiplicados por um coeficiente que faz com que o peso da melhor combinagéo
da escalai tenha o peso maximo do grafo. Os demais pesos aumentam proporcionalmente a
este coeficiente. Este coeficiente faz com gue o0 peso da melhor combinagdo de uma escala i
tenha peso maximo. Denotando-se 0 peso da melhor combinacéo da escalai com as demais
escalas por Maior Peso(i) e o novo peso da combinagéo das escalas i e ) por Novo Pesofi, j),
0s pesos das combinagdes de escal as podem ser recal culados através da seguinte regra de trés:
6 —Maior Peso(i)
Novo Peso(i, j) — Peso(i, j)
Oou sgja,
Peso Maximo [Peso(i, |)
MaiorPeso(i)

Novo Peso(i, j) = (4.4.3)

ondei ej sdo escalas distintas.
Desta forma, o algoritmo do matching tem condigdes de fazer mais combinagdes,
reduzindo o nimero total de motoristas sem aumentar demais o nimero de horas extras e de

horas ociosas das jornadas de trabalho. A tabela 4.4 mostra os resultados da aplicacdo do



algoritmo do matching de peso maximo com a construcdo dos pesos proporcionais a duragdo

das combinagdes e com 0s pesos corrigidos pela equagéo (4.4.3).

TABELA 4.4 — RESULTADOS DA APLICACAO DO ALGORITMO
DO MATCHING COM PESOS PROPORCIONAISE CORRIGIDOS.

Dias Uteis Sabados Domingos
Heuristico Exato Heuristico Exato Heuristico Exato
C. Sorriso 284 284 162 161 132 131
Redentor 291 291 165 162 134 133
Gléria 305 297 174 174 151 151

NOTA: O mesmo algoritmo heuristico esta sendo utilizado por estas trés empresas

O tempo computacional do algoritmo exato com este tipo de pesos €, em média, 4
vezes maior do gque o heuristico. O agoritmo heuristico resolve o matching para dias Uteis de
uma tabela de 390 escalas, em um micro computador Pentium Il de 400 MHz, em 30
segundos, e 0 exato em 2 minutos nas mesmas condi¢cdes que o0 heuristico. Neste caso, 0
tempo computacional também ndo € tdo elevado e os resultados sdo melhores do que o
algoritmo heuristico e do que o algoritmo do matching aplicado com os pesos em interval os
de tempo.

As formacOes de horas extras e de horas ociosas podem ser reduzidas com um
aproveitamento de horérios, que consiste em uma redugdo ou ampliagdo das escalas que
foram obtidas através das divisdes das tabelas na fase inicial do problema. As empresas
citadas neste trabaho utilizam este aproveitamento de horérios, que é feito ap0ds a designacéo
de dias Uteis parafinais de semana.

Com as jornadas de dias Uteis e de finais de semana construidas, a terceira fase do
problema consiste na designagéo de uma jornada de fim de semana para cada jornada de dia

atil.



4.5. A UTILIZAGAO DO ALGORITMO DO MATCHING DE PESO MAXIMO PARA A DESIGNACAO DE
JORNADAS DE DIAS UTEISPARA ASJORNADAS DE FIM DE SEMANA

De acordo com as leis trabalhistas, cada funcionario, motorista ou cobrador de
Onibus, pode ter uma jornada de fim de semana em sua jornada semanal de trabalho. Com as
jornadas de dias Uteis e finais de semana construidas através do agoritmo do matching, pode-
se designar umajornada de final de semana para cada jornada de dia Util.

Como foi visto no capitulo 111, o modelo da designacdo pode ser resolvido pelo
método hungaro, que é uma particularidade do algoritmo do matching com pesos quando
aplicado em um grafo bipartido. Portanto, a designagéo das tabelas pode ser feita com o
préprio agoritmo do matching de peso méaximo, com as simplificagbes mostradas no
capitulo 111.

Fazendo-se a designacdo dos finais de semana para os dias Uteis, tem-se as jornadas
semanais completas de cada motorista ou cobrador. Por isso, deve-se calcular o nimero de
horas extras e de horas ociosas para que as combinacOes entre as jornadas tenham pesos
atribuidos.

Outra lei trabalhista assegura aos motoristas e cobradores de 6nibus, pelo menos 11
horas de descanso entre dois dias consecutivos de trabalho. As jornadas que ndo tém o
intervalo de 11 horas entre dia Gtil e fim de semana devem ter peso nulo.

Quando uma jornada de sdbado for designada para uma jornada de dia Util, deve-se
comparar o horario final da jornada de dia util com o horério inicial da jornada de sabado.
Esta condic¢éo pode ser escrita da seguinte forma:

(Inicio(j) + 24) —Fim(i) < 11 horas (45.1)
ondei é umajornadade dia Util e j umajornada de sabado.

Quando uma jornada de domingo for designada para uma jornada de dia Util, a
comparacdo deve ser feita com o horario final da jornada de domingo e com o horéario inicial
dajornada de dia Util. Pode-se escrever esta condicéo do seguinte modo:

(Inicio(i) + 24) —Fim(j) < 11 horas (4.5.2)

ondei € umajornada de dia Util e j umajornada de domingo.



Os pesos utilizados para a designacdo sdo proporcionais as duragdes das escalas,
priorizando aquelas que ndo formam horas extras e nem horas ociosas. A idéia é a mesma
usada anteriormente na segunda fase do problema, e o nimero de horas extras e horas ociosas
deve ser minimizado.

Sejam i uma jornada de dia Util e j uma jornada de final de semana. O valor da
duracdo total da jornada para dias Uteis deve ser multiplicado por 5, pois sdo 5 dias de
trabalho. Assim, tem-se a durac&o total dajornada semanal dada por:

D =5[Duracao(i) + Duracao(j). (4.5.3)

Se D for menor ou igual a 36 horas, acombinagéo (i, j) recebe o peso:

Peso(i, j) = 5[Duracao(i) + Duracao(j) (4.5.9)
onde as combinagdes que tém duracdes muito reduzidas terdo peso também reduzido, pois
formam horas ociosas.

Se D for maior do que 36 horas, acombinacdo (i, j) tem 0 peso:

Peso(i, j) =36 —1,5/(bDuracdo(i) + Duracao(j) —36) (4.5.5)
onde a constante 1,5 esta relacionada com as horas extras formadas (pois a empresa paga 50%
a mais sobre a hora extra), e quanto maior for o nimero de horas extras, menor 0 peso da
combinac&o das escalas.

O agoritmo para construir os pesos da designacdo € uma combinagdo das equagdes e
inequacdes de (4.5.1) a(4.5.5) e seradescrito a seguir.

A matriz dos pesos deve ser simétric:@, e no caso de grafos bipartidos sua forma

geral é a seguinte:

0 0 0 pl, m+1) p@ m+2) - p m+n) ]
0 0 0 p2, m+) p2, m+2) --- p(n m+n)
C= 0 0 0 p(m, m+1) p(m m+2) --- p(m m+n)
T pM+LY  pm+l2) - p(m+1 m) 0 o - o
p(m+2,1) p(m+2,2) --- p(m+2 m) 0 0 0
| p(m+n, 1) p(m+n,2) -+ p(m+n, m) 0 0 0 |

! Pois amatriz de um grafo ndo direcionado é simétrica, e este tipo de grafo é utilizado pelo agoritmo do
matching de peso maximo.



Nesta matriz, as m primeiras linhas e colunas sdo de dias Uteis e as n restantes sdo de
finais de semana.

As combinacfes entre jornadas de dias Utels devem ter pesos nulos, assim como as
combinacfes entre as jornadas de fim de semana. Por isso, os elementos das matrizes
guadradas formadas pelas m primeiras linhas e colunas e pelas n Ultimas linhas e colunas da
matriz de pesos séo nulos.

Utilizando-se esta matriz, o algoritmo do matching de peso maximo foi aplicado com
as ssimplificagdes apresentadas no capitulo anterior. Uma outra possibilidade € usar a matriz
reduzida de pesos, que € formada pelas m primeiras linhas e pelas n Ultimas colunas da matriz
de pesos. A mesma matriz reduzida pode ser formada pelas m Ultimas linhas e pelas n
primeiras colunas da matriz de pesos.

A construcdo da matriz de pesos foi feita com o agoritmo descrito no Anexo 11, Tal
algoritmo € uma combinacdo das igua dades e desigualdades de (4.5.1) a (4.5.5).

Os pesos das combinacfes de jornadas sdo recal culados através da expresséo (4.4.3),
do mesmo modo que foram construidos 0s pesos para as combinagdes entre as escalas didrias
de trabalho, na segunda fase do problema. Com isto, 0 nimero de designagcdes deve ser
maximo, evitando que muitas jornadas de dias Uteis e de finais de semana fiquem isoladas.

Com os resultados da tabela 4.4, pode-se calcular o nimero de motoristas que cada
empresa necessita para cumprir umatabela.

Na empresa Transporte Coletivo Gléria Ltda., tem-se 297 jornadas de dias Gteis, 174
jornadas de sdbados e 151 jornadas de domingos. Para cada jornada semanal de dia Gtil, uma
jornada de final de semana foi designada. Neste caso, tem-se 297 jornadas de dias Uteis e 325
jornadas de final de semana e, portanto, 28 jornadas de final de semana néo tém designacéo.
Em todas as tabelas das empresas de transporte coletivo de Curitiba, 0 nimero de jornadas de
fim de semana é, em média, de 20% a 30% maior do que o nimero de jornadas de dias Uteis.
Deste modo, algumas jornadas de fim de semana ficam sem designacgéo. Estas jornadas séo
escaladas para os funcionarios plantonistas, que nos dias Uteis fazem plantdo na empresa,
substituindo funcionarios em casos de acidentes ou quando 0S mesmos Nao comparecem ao

trabal ho.



Para cada funcionario plantonista, devem ser designadas uma jornada de sabado e
outra de domingo. Para que isto ocorra para todos os funcionarios plantonistas, 0 niUmero de
jornadas de sdbado sem designacéo, deve ser igual a0 nimero de jornadas de domingo sem
designacdo. Caso isto ndo ocorra, as empresas utilizam um algoritmo que faz trocas de
jornadas de fim de semana designadas, procurando equilibrar o nimero de jornadas de sabado
e de domingo sem designagcdo. Esta é uma complementacdo final para a construcéo das
escalas semanais dos funcionarios. Deste modo, 0 nimero necessario de motoristas deve ser
igual a0 numero de jornadas de dias Uteis, que € sempre menor, somado com a metade do
numero de jornadas de fim de semana sem designacéo.

Na tabela 4.5, sGo mostradas as quantidades de motoristas que as empresas
necessitam para cumprir a mesma tabela que foi construida na secdo anterior. As tabelas
mostradas neste trabalho sdo de motoristas de 6nibus e as tabelas para cobradores podem ser

construidas de maneira andloga as tabelas de motoristas, com as restricdes adicionais

mostradas na segéo 4.3.
TABELA 4.5 — QUANTIDADE DE MOTORISTAS
NECESSARIA EM CADA EMPRESA.
M étodo heuristico M étodo exato
Motoristas Plantonistas Motoristas Plantonistas
C. Sorriso 289 5 288 4
Redentor 295 4 293 2
Gléria 315 10 311 15

NOTA: O mesmo algoritmo heuristico € utilizado por estas trés empresas

O numero total de horas extras e horas ociosas € reduzido com a utilizacdo de um
aproveitamento de horarios, que consiste em uma reconsideracdo de todos pontos de divisdes
das tabel as (semel hante ao método de divisdes sucessivas, apresentado no capitulo I1).

Atraveés de trocas sucessivas, procura-se uma solucdo melhor, sem alterar as jornadas
semanais construidas nas fases anteriores do problema. Além disso, as trocas ndo violam as

restrigoes impostas pelas leis trabal histas, descritas na se¢éo 4.3.



Com as jornadas semanais construidas, a fase final do problema de construcéo das
escalas de trabalho para motoristas e cobradores de 6nibus é a designacdo dos funcionarios as

respectivas jornadas.

4.6. A DESIGNAGCAO DOSFUNCIONARIOS PARA ASJORNADAS SEMANAISDE TRABALHO

A Ultima fase da construcdo de jornadas semanais para motoristas e cobradores de
Onibus é a designacdo de cada funcionario a uma jornada de trabal ho.

As empresas de transporte coletivo enfrentam problemas com alguns funcionarios, a
partir do momento em que sdo feitas modificacbes em suas jornadas de trabalho. Sempre
existem novas escalas, outras sdo alteradas e algumas deixam de existir. Estas alteragdes sdo
feitas de acordo com a demanda dos usuarios. Com estas mudangas, as empresas fazem uma
nova distribuicdo de jornadas de trabalho a seus funcion&rios, e as jornadas de trabalho de
alguns funcionarios mudam completamente.

Para amenizar estes problemas, as restricbes impostas nesta fase do problema
referem-se as preferéncias dos funcionarios, e os pesos sao atribuidos de acordo com as
restrigdes de cada funcionario.

O algoritmo utilizado € novamente o matching de peso maximo, onde todas as
designacoes possivei@ iniciam com peso méximo, que é descontado a cada restricdo violada.

Nas empresas citadas neste trabalho, uma restri¢do imposta € a de que a nova jornada
designada a um motorista ou cobrador, deve ser a mais proxima possivel da sua jornada
vigente, tanto em horario como em trgjeto dalinha.

Para medir esta proximidade, a cada intervalo de tempo que a nova jornada difere da
jornada vigente de um funcionario, o peso desta designacdo é descontado. Por exemplo, na
figura 4.5, a jornada 1 tem 3:30 horas de diferenca para a jornada que o funcionario tinha
anteriormente. Se 0 peso maximo for igual a 100, e a cada meia hora de diferenca desconta-se

10 pontos, a designagao deste funcionario para ajornada 1 tem peso igual a 30.

2 As designacdes possiveis ocorrem quando um funciondrio pode trabalhar no horério e nalinha da jornada.



Quando uma jornada tem o término posterior ao término da jornada vigente de um
funcionario, deve-se descontar o peso da designacdo desta jornada para este funcionario.

As jornadas que tém horario de inicio posterior ao inicio da jornada vigente do
funcionério ndo devem ter desconto na designacéo. Nafigura 4.5, ajornada 2 inicia depois da
jornada vigente do funcionario. Quando a escala termina antes do que a escala anterior do

funcionario, o peso da designacdo também ndo deve ser descontado.

FIGURA 4.5 — EXEMPLO DE UMA COMPARACAO ENTRE
AS JORNADAS DE UM FUNCIONARIO.

| Jornada Vigente |
1 |
| |

As tabelas consideradas para esta verificagdo sdo de dias Utels, pois representam a
maior parcelade trabalho do funcionério.
As restrigdes referentes aos descontos do peso da designacdo do funcionario i paraa

jornada de trabalho j podem ser escritas da seguinte forma:

Se Inicio(Jornada Anterior(i)) > Inicio(j), entdo

Diferenca = Inicio(Jornada Anterior (i)) — Inicio( j) (4.6.1)
Interval o detempo o

Peso(i, j) = Peso(i, j) — Diferenca /Descontol
Fim

Se Fim(Jornada Anterior(i)) < Fim(j), entdo
Fim(j) — Fim(Jornada Anterior (i))
Interval o detempo

Diferenca = (4.6.2)

Peso(i, j) = Peso(i, j) — Diferenca /IDesconto2
Fim
Uma outra restricdo utilizada pelas empresas de transporte coletivo de Curitiba é ade

gue o funcionério deve permanecer com a mesma linha que tinha na jornada anterior. Se esta



restricdo ndo for obedecida, 0 peso da designacéo do funcion&rio i para ajornadaj sofre um

desconto. Esta restri¢do pode ser escrita do seguinte modo:

Se Linha(Jornada Anterior(i)) # Linha Atual(j), ento:
Peso(i, j) = Peso(i, j) — Desconto3 (4.6.3)
Fim
Outra restricdo importante refere-se aos horérios disponiveis do funcionério. Na
tabela de cadastros, cada funcionério indica os horérios disponiveis para trabalhar na empresa.
Além disso, existem os casos de funcionarios que ndo podem ser designados para uma jornada
de trabalho quando a mesma comega ou termina na madrugada. Para a combinagdo de uma
jornada j para um funcionario i que ndo pode trabalhar na empresa naguele horario, o peso

desta designagdo € nulo, ou sgja,

Se (Inicio(j) > Inicio Restrito(i) e Inicio(j) < Fim Restrito(i)) ou
(Fim(i) > Inicio Restrito(i) e Fim(j) < Fim Restrito(i)), entao:
Peso(i, j) =0 (4.6.49)
Fim
Se um funcionario j mudar de jornada simples para jornada composta (combinacéo
de duas jornadas menores), entdo o peso da designacdo do funcionario j para a jornada

compostai tem um desconto que pode ser escrito da seguinte maneira:

Se Tipo de Jornada(j) = Smples e Tipo de Jornada(i) = Composta, entao:
Peso(i, j) = Peso(i, j) — Desconto4 (4.6.9)
Fim
O conjunto de restrices de (4.6.1) a (4.6.4) permite a construcdo do algoritmo de

montagem dos pesos, que esta descrito com detalhes no Anexo 1V.

O bom desempenho desta designacéo depende do uso dos parametros dos descontos

nos pesos. Para as tabelas das empresas citadas neste trabalho, utilizou-se o conjunto de



pardmetros da tabela 4.6, e foram sugeridos pelas empresas de transporte coletivo. Os pesos
atribuidos as designagfes podem ser vistos como a porcentagem de satisfacdo de um
funcionério com a jornada de trabalho, pois 0 peso maximo € 100. O peso médio da solucéo
final nas trés empresas € de 90, e sob este ponto de vista, 0 nivel de satisfacdo dos
funcionarios € de 90%. As empresas citadas neste trabalho utilizam um algoritmo heuristico,

sem a atribui¢&o de pesos, 0 que impede uma comparagao entre os dois resultados.

TABELA 4.6 — PARAMETROS USADOS NA
DESIGNACAO DE FUNCIONARIOS.

Peso M aximo 100
Descontol 10
Desconto2 10
Desconto3 20
Desconto4 50

O tempo computacional desta designacdo foi de aproximadamente 25 minutos em
um micro computador Pentium I1, de 400 MHz com 305 tabelas e 353 funcionarios. O
algoritmo heuristico, especifico para esta designacéo, leva em média 50 minutos para fazer a
designacdo na mesma tabela.

A Ultima restricdo imposta é de que o funcionario deve ter folga no mesmo dia da
tabela anterior, ou sga, em um sabado ou em um domingo. Esta folga € variavel, e
mensal mente troca-se o0 dia de folga dos funcionarios. O problema é que as tabelas podem ser
maodificadas entre um més e outro, e afolga do funcionério ndo pode ser alterada.

Em um dltimo estagio, com as tabelas prontas e com as designages feitas,
verificam-se as possibilidades de trocas de folgas entre os funcionarios através de um modulo
final de melhoria das tabelas.

Depois deste Ultimo estégio, as tabelas estdo prontas e as jornadas semanais de
trabalho de motoristas e cobradores de 6nibus estdo completas.

O esquema dado nafigura 4.6 mostra um resumo de todas as fases da construcéo das

jornadas de trabalho para motoristas e cobradores de 6nibus.



FIGURA 4.6 — ESQUEMA GERAL DASFASES DA RESOLUGCAO DO PROBLEMA.

FASE INICIAL : Escolha dastabelas
dos Onibus de certa categoria,
OBJETIVO: formar jornadas de trabalho,
para designa-las aos motoristas e cobradores.
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1° FASE: Quebra das escalas de longa dur ag&o.
RESULTADO: Escalas de menor duracéo.
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2° FASE: Combinagéo das escalas de menor duragéo.
RESULTADO: Jornadasdiarias detrabalho.
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3% Fase: Designacéo dasjornadas de dias Gteis para jornadas
defim de semana.
RESULTADO: Jor nadas semanais detrabalho.
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4% Fase: Designacio dasjornadas semanais de trabalho
para osfuncionarios.
RESULTADO: Tabela detarefas completa.

Jornadas Funcionarios

Jornada Semanal 1 <. — Funcionéario 1
Jornada Semanal 2 < | / Funcionério 2

Jornada Semanal i rd |~ Funcionarioi
Jornada Semanal i+1<~ | _> Funciondrioi+1

Jornada Semanal j <. | > Funcionario]
Jornada Semanal j+1<~ | > Funcion&io j+1

Jornadaéémanal m — Funcic;ﬁ'ério m
S

\ Funciondrio n




CAPITULOV

5. CONCLUSAO

O objetivo principa deste capitulo é fornecer a andlise dos resultados apresentados
no capitulo anterior, comparando-os com as solucdes heuristicas das empresas de transporte
coletivo mencionadas. Além disso, sdo fornecidas sugestfes para a obtencdo de melhores

resultados.

5.1 ANALISE DOSRESULTADOSE CONCLUSOES

5.1.1 RESULTADOS DAS COMBINAGOES DE ESCALAS E DAS DESIGNACOES DE JORNADAS DE
DIASUTEIS PARA JORNADAS DE FIM DE SEMANA

A primeira abordagem sobre pesos para a combinagdo entre as escalas, e para a
designacéo das jornadas de dias Uteis para as jornadas de final de semana, foi a utilizagdo dos
pesos em intervalos de tempo. O nimero de horas extras e de horas ociosas foi, em media,
igual ao dobro do nimero obtido pelas empresas. Este resultado era esperado, visto gque este
tipo de atribuicdo de pesos ndo penaliza a formagdo de horas extras e de horas ociosas de
maneira adequada.

Neste caso, a solucéo encontrada neste trabalho foi 0 uso de pesos proporcionais as
duragOes das escalas, cujos resultados foram melhores, tanto na quantidade de motoristas
guanto no nimero de horas extras e de horas ociosas. Os resultados encontrados estdo na
tabela 5.1. Os pesos para a designagao das jornadas de dias Uteis para as jornadas de final de

semana também foram proporcionais as duragdes das jornadas.



TABELA 5.1 — COMPARACAO ENTRE OSRESULTADOS DAS COMBINACOES DE
ESCALAS COM OSALGORITMOSEXATO E HEURISTICO.

Motoristas Horasextras Horas ociosas

Algoritmo Heuristico 289 150 227
Matching com pesos em 288 320 350
Intervalos de tempo

Matching com pesos propor cionais 883 140 192
as dur acoes das escalas

FONTE: Empresa Viagdo Cidade Sorriso Ltda

O objetivo principal desta etapa do problema foi alcangado, visto que o algoritmo

exato do matching obtém melhores resultados do que o algoritmo heuristico.

5.1.2 RESULTADOS DA DESIGNACAO DAS JORNADAS SEMANAIS DE TRABALHO PARA OS
FUNCIONARIOS

Nesta fase do problema, obteve-se um nivel de satisfacdo dos funcionérios com as
novas jornadas de trabalho de aproximadamente 90% nas trés empresas citadas neste trabal ho.
Este indice € considerado bom pelas empresas, pois é impossivel fazer uma designacdo cuja
respostafinal contém apenas pesos maximos.

Além disso, o tempo computacional do agoritmo exato foi menor do que o
algoritmo heuristico.

O objetivo desta fase do problema foi alcancado, pois os resultados da designacéo
dos funcionarios para as jornadas de trabalho foram bons, e o tempo computacional foi menor

do que o tempo utilizado pelo agoritmo heuristico.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOSFUTUROS

Com o objetivo de melhorar as solugdes encontradas neste trabalho, sdo propostas
algumas sugestfes que poderdo servir para estudo em outros trabalhos.

a) Mehorar a fase inicial do problema, que consiste nas quebras das jornadas de longa

duragdo, da seguinte forma:



al) testando-se as escalas resultantes de uma quebra, para verificar as possibilidades de
combinac&o com as escalas ja obtidas;
a2) fazer com que o algoritmo do matching faca as combinagdes das escal as juntamente com

as divisdes das jornadas.

b) Elaborar um algoritmo que faca as primeiras fases de uma vez, ou sgja, faca as quebras
das jornadas, as combinagdes das escalas e a designacdo das jornadas de dias Uteis para
fina de semana. Desta forma, os resultados devem ser melhores, pois uma fase dependera

daoutra



ANEXO |

EXEMPLO NUMERICO DA APLICAGAO DO ALGORITMO DO MATCHING DE PESO MAXIMO

Considerando-se o grafo dado pela figura A1.2, encontrar 0 matching de peso maximo deste
grafo. A representacdo dos valores das varidvels duais de cada vértice e a rotulagdo de cada

vértice é feitacomo nafiguraAl.l1.

FIGURA Al.1 — REPRESENTACAO GRAFICA DASROTULACOES
E DOSVALORESDASVARIAVEISDUAIS DE CADA VERTICE.

rétulo
I —gle—

FIGUurA A1l.2 — GRAFO G NO PASSO INICIAL.
3 (3)8(5)

Passo 1:
O conjunto matching é vazio.
Atribui-se a metade do valor do peso méximo do grafo para cadayy;.

8
Y = E:4

Passo 2:

Busca de um vértice exposto no grafo:

E' ={(1,2), (3 5)}.

Vértice exposto: 3

A &rvore gerada pelo vértice exposto deve conter apenas arcos do conjunto E .

Arvore gerada pelo vértice 3: 3—5



Rotulacéo: Rotulo(3) = E e Rétulo(5) =1

Esta € uma cadeia aumentante.
Passo 3:
Os arcos que ndo tém matching passam ater, e os arcos gue tém matching deixam de ter.

O arco (3, 5) entrano conjunto matching (FiguraA1.3).

FIGURA A1.3 — GRAFO G NA PRIMEIRA ATUALIZAGCAO.

Passo 2: Busca de um vértice exposto no grafo:

E' ={(12,(3 5}

Vértice exposto: 4

Arvore gerada pelo vértice 4: 4

Rotulacéo: Rotulo(4) = E (como mostrado nafigura Al.4)

Esta € uma arvore hiingara.

Passo 5:
dr =min{ys +Yys 2p(4, 3), Ya + Y5 2p(4, 5), Ya + Y7 2p(4, 7)} = ya+y32p(4, 3) =3

ds=min{ys} =y, =4

d=min{dy, dp, d3,ds } =d; =3

Atualizacao:

ys=4-3=1

Como d = dy, 0s arcos que representam este minimo, (3, 4) e (4, 5), entram em E (figura
Al1.4).



FIGURA A1.4 — GRAFO G NA SEGUNDA ATUALIZAGAO.

Passo 2:

E ={(1,2),(35),(43),(45)}.

V értice exposto: 4

Arvore gerada pelo vértice 4: 4 —3-5—-4

Rotulagéo: Rotulo(4) = E, Rétulo(3) =1, Rétulo(5) = E

Este é um ciclo impar.

Passo 4:
O ciclo impar é retraido em um vértice artificial A.
Retorna-se ao passo 2, com o veértice exposto artificial (Figura A1.5).

FIGURA A1.5 — GRAFO G NA TERCEIRA ATUALIZACAO.
FIGURA Al.5a— GRAFO G. FIGURA Al.5b — GRAFO G MODIFICADO.

Ficura Al.5a Ficura A1.5b

Passo 2:
E ={(1,2), (3 5),(3,4), (4 5)}.
Vértice exposto: A

Arvore gerada pelo vértice A: A



Rotulagéo: Rotulo(A) = E, Rotulo(3) = E, Rétulo(4) = E, Rétulo(5) = E (figuraAl.5a)

Esta € uma arvore hiingara.

Passo 5:

di =min{ys +y12p(3, 1), ya+y7 2p(4, 7), Y5 + Y6 20(5, 6)} =ya+y7 2p(4,7) =1

ds =min{ys, ya, ys} =ya=1
d=min{d;, dp, d3,ds} =d1 =1
Atualizacao:

y3=4-1=3

ya=1-1=0

Ys =4-1=3

Zn =0+20=2

Como d = ds, 0 arco que representa este minimo, (4, 7), entraem E .

Passo 2:

E ={(12),(3,5), (4, 3),(45), (4 7)}.

Vértice exposto: A

Arvore gerada pelo vértice A: A —7

Rotulagdo: Rotulo(A) = E, Rétulo(3) = E, Rétulo(4) = E, Rétulo(5) = E, Rétulo(7) =1

Esta € uma cadela aumentante.

Passo 3:
Os arcos que ndo tém matching passam ater, e os arcos gue tém matching deixam de ter.

O arco (A, 7) entrano conjunto matching (FiguraA1.6).

Passo 2:
E ={(1 2),(35),(423),(45),47).
V értice exposto: 6

Arvore gerada pelo vértice 6: 6



Rotulagéo: Rotulo(6) = E (figuraAl.6a)

Esta € uma arvore hingara.

FIGURA A1.6 — GRAFO G NA QUARTA ATUALIZAGCAO.
FIGURA Al.6a— GRAFO G. FIGURA A1.6b — GRAFO G MODIFICADO.

Ficura Al.6a Ficura Al.6b

Passo 5

di=Ye+Ys52p(6,5) =3

do =0

d3 =00

da=ys=4

d=min{d;, dp, d3,ds} =d1 =3
Atualizacdo:

Yo =4-3=1

Como d = ds, 0 arco que representa este minimo, (5, 6), entraem E .

Passo 2:

E ={(1,2),(35),(423),(45),(47),(65)}.

Vértice exposto: 6

Arvore gerada pelo vértice 6: 6 — A — 7

Rotulagdo: Rotulo(6) = E, Rotulo(A) = I, Rétulo(3) = I, Rétulo(4) =1, Rétulo(5) =1,
Rotulo(7) = E

Esta é umaarvore hungara (Figura A1.7).



FIGURA Al1l.7 — GRAFO G NA QUINTA ATUALIZACAO.
FiIGURA Al.7a— GRAFO G. FIGURA A1.7b — GRAFO G MODIFICADO.

Ficura Al.7a Ficura A1.7b

de=min{ y&, y7} =Y6=1

d=min{d;, dp, d3,ds} =d3=1

AtualizacOes:

Ve =1-1=0

y; =4-1=3

y3 =3+1=4

Vs =0+1=1

Ys=3+1=4

Z,=2-21=0

Como d = ds, avaridvel dual za torna-se nula, e o ciclo impar retraido neste vértice artificial

deve ser expandido. O arco (3, 5) entrano matching (figura A1.8).

Passo 2:
E ={(1,2),(35),(423),(45),(47),(65)}.
Vértice exposto: 1

Arvore gerada pelo vértice 1: 1 —2



Rotulagéo: Rotulo(1) = E, Rétulo(2) =1

Esta € uma cadeia aumentante.

FIGURA A1.8 — GRAFO G NA SEXTA ATUALIZACAO.
FIGURA Al.8a— GRAFO G MODIFICADO. FIGURA A1.8b — GRAFO G.

FIGURA Al.8a FIGURA A1.8b
Passo 3:
Os arcos que ndo tém matching passam ater, e os arcos que tém matching passam a néo ter.

O arco (1, 2) entrano conjunto matching (FiguraA1.9).

FIGURA A1.9 — GRAFO G NA SETIMA ATUALIZACAO.

Passo 2:
E = {(1,2),(3,5),(4,3),(4,5),(4,7),(6,5)}.

N&o existe vértice exposto com avariavel dua y positiva.

Passo 6:
N&o existem vertices artificiais. Logo a solucdo encontrada € étima (Figura A1.10). O peso
total é dado por:
P=p(1,2) +p(3,5) +p4,7) =20.



FIGURA A1.10 — SOLUCAO OTIMA.




ANEXO ||

ALGORITMO PARA A CONSTRUCAO DOS PESOS PROPORCIONAISAS DURACOES DASESCALAS

Este algoritmo faz a construcéo dos pesos das combinacfes entre as escalas. Serve
paraformar as jornadas diérias de trabalho através do algoritmo do matching de peso méximo.
Os parametros e as fungdes usadas estdo definidas no Capitulo 1V.

Sejam n 0 nimero total de escalas, i e duas escalas distintas:

Parai=1atén
Paraj=1atén
Selnicio(i) > Fim(j)
Selnicio(i) —Fim(j) = 1 horae
Inicio(i) —Fim(j)< 5horase
Duracéo(i) + Duracao(j) < Maior Duracéo, entéo:
Se Duracéo(i) + Duracao(j) > 6 horas, ent&o:
Peso(i, j) =6 —1,5(Duracao(i) + Duracéo(j) —6)
Caso contrario:
Peso(i, j) = Duracao(i) + Duracao(j)
Fim
Caso contrario:
Peso(i, j) =0
Fim
Caso contrario:
Selnicio(j) —Fim(i) = 1 horae
Inicio(j) —Fim(i)< 5 horase
Duracéo(i) + Duracéo(j) < Maior Duracéo, entéo:
Se Duracéo(i) + Duracao(j) > 6 horas, ent&o:
Peso(i, j) =6 —1,5(Duracao(i) + Duracéo(j) —6)
Caso contrario:
Peso(i, j) = Duragao(i) + Duracao(j)
Fim
Caso contrario:
Peso(i, j) =0
Fim
Fim
Préximo
Préoximoi



ANEXO |11

ALGORITMO PARA A CONSTRUGCAO DOSPESOS PARA A
DESIGNACAO DE JORNADAS DE DIASUTEIS PARA JORNADAS DE FINAIS DE SEMANA

Este algoritmo serve para construir os pesos das combinagdes entre as jornadas de
dias Uteis e finais de semana. Desta forma, as jornadas semanais de trabalho sdo obtidas
através do agoritmo do matching de peso maximo. Os paréametros e as funcdes utilizadas
estdo definidas no Capitulo V.

Sejam m o nimero de jornadas de dias Uteis e n 0 nimero de jornadas de finais de

semana. Considere i umajornada de dia Util e j umajornada de final de semana.

Parai=1atém
Para j=m+latém+n
Se Fim de Semana(j) = Sabado,
(Inicio(j) + 24) —Fim(i) < 11 horase
Duracéo(i) + Duragao(j) < Maior Duracao, entao:
Se Duracéo(i) + Duracao(j) > 36 horas, entao:
Peso(i, j) =36 —1,5/(bDuracdo(i) + Duracao(j) —36)
Caso contrario:
Peso(i, j) = Duracao(i) + Duracao(j)
Fim
Caso Contrério:
Se Fim de Semana(j) = Domingo,
(Inicio(i) + 24) —Fim(j) < 11 horase
Duracéo(i) + Duracao(j) < Maior Duragéo, entéo:
Se Duracéo(i) + Duracao(j) > 36 horas, entao:
Peso(i, j) =36 —1,5(bDuracao(i) + Duragdo(j) —36)
Caso contrario:
Peso(i, j) = Duracao(i) + Duracao(j)

Fim
Caso Contrario:
Peso(i, j) =0
Fim
Fim
Proximo j

Proximoii



Parai=1atém
Para j=1latém
Peso(i, j) =0
Proximo j
Proximo i

Parai=m+1latén
Para j=m+ laté n
Peso(i, j) =0
Proximo j
Préoximoi



ANEXO IV

ALGORITMO PARA A CONSTRUGCAO DE PESOS PARA A DESIGNAGAO
DE FUNCIONARIOS PARA ASJORNADAS SEMANAIS DE TRABALHO.

Este algoritmo serve para construir os pesos das combinagdes entre as jornadas
semanais de trabalho e os funcionérios (motoristas ou cobradores). A designacéo das jornadas
para os funcionarios € feita através do algoritmo do matching de peso maximo. Os parametros
e as fungdes utilizadas estdo definidas no Capitulo 1V.

Sejam um funcion&rioi e umajornada semanal j.

Peso(i, j) = Peso Maximo

Se Inicio(Jornada Anterior(i)) > Inicio(j), entdo

Diferenca = Inicio(Jornada Anterior (i)) — Inicio( j))
Interval o detempo

Peso(i, j) = Peso(i, j) — Diferenca /Descontol
Fim

Se Fim(Jornada Anterior(i)) < Fim(j), entdo
Fim(j) — Fim(Jornada Anterior (i))
Interval o detempo

Diferenca =

Peso(i, j) = Peso(i, j) — Diferenca /Desconto2
Fim

Se Linha(Jornada Anterior(i)) # Linha Atual(j), entao:
Peso(i, j) = Peso(i, ) — Desconto3
Fim

Se (Inicio(j) > Inicio Restrito(i) e Inicio(j) < Fim Restrito(i)) ou
(Fim(i) > Inicio Restrito(i) e Fim(j) < Fim Restrito(i)), ent&o:
Peso(i, j) =0
Fim

Se Tipo de Jornada(j) = Smples e Tipo de Jornada(i) = Composta, entao:
Peso(i, j) = Peso(i, j) — Desconto4
Fim
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