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Resumo

Neste trabalho sdo apresentados conceitos para a resolucdo do problema
de encontrar pontos de uma cbnica tangente a quatro retas, dado o ponto
de tangéncia de uma das retas. A resolucédo deste problema, associada
aos conceitos do Teorema de Brianchon, podem ser usados para visualizar
as conicas circunscritas em um quadrilatero, facilitando a compreensao da
reta de Newton, e possibilitando sua utilizacdo nas disciplinas de Desenho
Geométrico e Geometria Euclideana. As constru¢des foram feitas com o
software Geogebra, que permite movimentar pontos de tangéncia,
obtendo-se assim diversas conicas circunscritas em um quadrilatero.

Palavras-chave: Constru¢des geométricas, Conicas, Geometria dinamica.

Abstract

In this work are presented concepts to resolution of problem to find points
of a conic tangent to four lines, given the point of contact from a line. The
resolution of this problem associated with concepts of Brianchon’s Theorem
can be used to show the conics circumscribed in a quadrilateral, facilitating
the understanding of the Newton’s line, and allowing its use in disciplines of
Geometrical Constructions and Euclidean Geometry. The constructions
were made with software Geogebra, allowing students to move points of
contact, obtaining many conics circumscribed in a same quadrilateral.

Keywords: Geometrical constructions, Conics, Dynamic geometry

1 Introducéao

Neste trabalho séo apresentados os teoremas e as construgdes que permitem uma

visualizagcdo da Reta de Newton nas conicas. A sequéncia de teoremas e construcdes
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apresentada neste trabalho serve como base para a constru¢cdo de um problema um
pouco mais complexo sobre as conicas: encontrar pontos de uma coénica tangente a
quatro retas, dado o ponto de tangéncia de uma das retas. A resolucdo deste
problema permite a visualizacdo do Teorema de Newton, que garante que a reta que
passa pelos pontos médios das diagonais de um quadrilatero circunscrito a uma
cbnica passa pelo centro da mesma (DORIE, 1965; EHRMANN, 2004).

Os conceitos utilizados envolvem Homologia Plana, o Teorema de Brianchon e
poténcia de ponto em relacdo a uma circunferéncia. As construcbes deste trabalho
foram feitas com o software livre de Geometria Dindmica Geogebra, permitindo que os
elementos das construgfes sejam movimentados, mantendo-se as propriedades das
figuras (HOHENWARTER e PREINER, 2007). Estes conceitos podem ser utilizados no

estudo de Cbnicas em disciplinas de Desenho Geométrico ou Geometria Euclidiana.

2 Ponto de Brianchon

O ponto de Brianchon é o encontro das diagonais de um hexagono circunscrito a uma
cbnica. De acordo com Akopyan e Zaslavsky (2007), este ponto pode ser usado nas
demonstragdes de algumas propriedades das conicas.

No trabalho de Stankova (2004) a autora demonstra o Teorema de Brianchon
através de um hexadgono ndo plano, cuja construcdo parte do principio que as
projecdes de seus vértices em um plano resultam em um hexagono circunscrito em
uma circunferéncia. Outros trabalhos que mostram propriedades do Teorema de
Brianchon séo Volenec (2003) e Van Kempen (2006).

A demonstracdo do Teorema de Brianchon para circunferéncias pode ser
encontrada em Smogorzhevskii (1961), Dorie (1965) e Coxeter (1967).

Considere o hexdgono ABCDEF circunscrito em uma circunferéncia, onde os
pontos de tangéncia dos lados AB, BC, CD, DE, EF e AF séo, respectivamente, P, Q,
R, S, T e U (Figura 1). Nos prolongamentos dos lados considere os pontos P, Q', R’,
S, T eU taisque PP"=QQ'=RR'=SS'=TT' = UU".

Sejam as circunferéncias de centro O; (tangente a TT' e QQ’' em T' e Q’), O,
(tangente a PP’ e SS' em P’ e S') e O3 (tangente a RR’ e UU’ em R’ e U’). Como as
distancias de um ponto aos pontos de tangéncia de uma circunferéncia sao iguais,
tem-se AP = AU e DR =DS. Como PP’ =UU’' = RR' =SS, tem-se:

AU =AU + UU' =AP + PP’ =AP’, e DS'=SS'- DS=RR’'- DR =DR'.

Desta forma, os pontos A e D tém mesma poténcia de ponto em relagdo as
circunferéncias de centros O, e Oz, 0 que significa que AD é o eixo radical entre estas

circunferéncias. Analogamente prova-se que CF € o0 eixo radical entre as
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circunferéncias de centros O; e Oz, e que EB € o0 eixo radical entre as circunferéncias

de centros O; e O.,.

S.
Figura 1: Ponto de Brianchon em um hexagono circunscrito em uma circunferéncia.

Como a interse¢do dos trés eixos radicais de trés circunferéncias com centros nao
colineares € o centro radical das circunferéncias (ponto que possui mesma poténcia de
ponto em relagdo a trés ou mais circunferéncias), o encontro das diagonais do
hexagono circunscrito é o ponto K de Brianchon (COXETER, 1967).

Segundo Eves (1972), as relacdes que existem em quadrilateros circunscritos em
circunferéncias podem ser utilizadas nas cbOnicas, desde que exista um sistema de

Homologia que transforme as cénicas em circunferéncias.

3 Homologia plana

Considerando-se os centros de perspectiva C e C' (Figura 2), pode-se definir a
correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano de perspectiva o” com os pontos
dos planos coincidentes o.= o' (COSTA, 1990; SIQUEIRA, COSTA e SOUZA, 2009).
Dado um ponto A" de o, existem as proje¢cbes centrais de A” com centro de
projecéo C, que corresponde ao ponto A do plano o, e com centro de projecdo C’, que
corresponde ao ponto A’ de o'. A intersecéo da reta definida pelo segmento CC' com a
= o' é 0 centro de Homologia U, e a interse¢do entre o = o’ € o” 0 eixo da Homologia.

As construgdes séo feitas com as projegdes dos planos coincidentes, omitindo-se o.”.
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Figura 2: Homologia Plana ou Sistema Homologico.

Todo ponto do eixo u pertence simultaneamente aos planos o, o' € a”. Logo, dado
um ponto P, para encontrar o correspondente P’ basta encontrar a interse¢do da reta
definida pelo segmento AP com o0 eixo u (Q = Q'), e unir este ponto com A'. A
intersecdo de UP com A’Q’ é o ponto P’ procurado (Figura 2). A interse¢éo entre o” e
um plano paralelo a o = o’ que passa por C determina a reta limite i, que consiste nos
pontos com projecdes centrais impréprias com centro de projecdo C. Analogamente
define-se a reta limite j, com proje¢fes centrais improprias com centro C'. Na Figura 3,
a reta limite j esta determinada, pois o ponto C' & proprio, mas a reta i ndo é

determinada, pois neste caso C é um ponto improprio.

Figura 3: Transformada homol6gica da circunferéncia c: elipse c'.
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Quando se considera um cilindro interceptando o e o” segundo circunferéncias
(Figura 3), e o ponto C impréprio, o sistema homoldgico transforma circunferéncias em
conicas (COSTA, 1990). Quando a circunferéncia é tangente a reta limite j, tem-se a
parabola; quando sao secantes, tem-se uma hipérbole; e quando sdo exteriores tem-
se a elipse.

A construcdo mais simples para transformar uma codnica em circunferéncia
homologa utiliza um dos pontos da cbénica como centro de Homologia (PUIG ADAM,
1986). Sejam U, A’, B’ e C' pontos distintos da conica (Figura 4), e as retas ty e t's
tangentes a conicaem U e B'.

Considere a circunferéncia de centro O tangente a conica em U. Unindo-se A’, B' e
C’ com o centro U, sdo determinados os homdélogos A, B e C sobre a circunferéncia.
Para encontrar o eixo u, basta unir os pares de homélogos e encontrar as seguintes
intersecbes: as retas definidas pelos segmentos AB e A'B’ determinam P; as
tangentes t's e tg determinam Q; e as retas definidas pelos segmentos AC e A'C’
determinam R. Logo, basta encontrar as interse¢cdes de dois pares de homdlogos, ou

dois pares de tangentes a conica e a circunferéncia.

R

Figura 4: Construgdo de uma circunferéncia homéloga a uma conica.

Como é possivel transformar uma cénica em circunferéncia através da Homologia,
o teorema de Brianchon pode ser aplicado nas conicas de uma forma mais direta
(EVES, 1972, 1995). Nas Figuras 5, 6 e 7 o sistema homoldgico transforma as conicas
em circunferéncias, transformando também os hexdgonos circunscritos nas conicas

em hexagonos circunscritos nas circunferéncias.
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Figura 6: Ponto de Brianchon em um hexagono circunscrito em uma hipérbole.

Considerando-se na Figura 8 a modificacdo da posicdo do ponto de tangéncia P’,
sobre a elipse, até que ocorra a coincidéncia de P’ com o vértice A’ e o centro de
Homologia U, o hexagono transforma-se em um pentagono, pois os vértices F', A’ e B’
tornam-se colineares, conforme mostra a Figura 9. Desta forma, a propriedade a
seguir pode ser enunciada.

Propriedade 1: Em um pentagono BCDEF circunscrito em uma circunferéncia (ou
cbnica), as diagonais CF e BE interceptam o segmento AD no ponto K, onde A é o

ponto de tangéncia da circunferéncia (ou cdnica) no lado BF.
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D. r4

Figura 9: Ponto de Brianchon de um pentagono circunscrito em uma elipse.
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Deslocando-se o ponto de tangéncia T’ sobre a cbnica até coincidir com o vértice
E’ e o ponto de tangéncia S’, o pentagono transforma-se em um quadrilatero (Figura
10), e a propriedade a seguir pode ser enunciada.

Propriedade 2: Em um quadrilatero BCDF circunscrito em uma circunferéncia (ou
cbnica) a diagonal CF intercepta os segmentos AD e BE no ponto K, onde A é o ponto
de tangéncia da circunferéncia (ou cénica) no lado BF e E é o ponto de tangéncia da

circunferéncia (ou cbnica) no lado DF.

—
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Figura 10: Ponto de Brianchon de um quadrilatero circunscrito em uma elipse.

Deslocando-se o ponto de tangéncia Q' sobre a cbnica até coincidir com o vértice
C’ e 0 ponto de tangéncia R’ tem-se a propriedade a seguir, onde o ponto K é mais

conhecido como ponto de Gergonne do triangulo BDF (Figura 11).

; A

Figura 11: Ponto de Gergonne de um tridangulo circunscrito em uma elipse.
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Teorema de Gergonne: Em um triangulo BDF circunscrito em uma circunferéncia

(ou cbnica) os segmentos que unem 0s vértices aos pontos de tangéncia dos lados
opostos interceptam-se no ponto K.

4 Reta de Newton

Utilizando-se os teoremas e as propriedades apresentadas, 0 problema a seguir pode
ser resolvido, e a principal propriedade da reta de Newton pode ser visualizada.
Problema: Encontrar pontos de uma coénica tangente a quatro retas, dado o ponto
de tangéncia de uma das retas.
Considerando-se as tangentes AB, BC, CD e AD e o ponto de tangéncia E em AB,
seja X um ponto qualquer de BC. O objetivo desta construgéo € encontrar XY tangente
a conica em P (Figura 12), construindo desta forma um pentagono AYXCD circunscrito

a conica.

Figura 12: Obtencao de uma cénica dada por 4 tangentes e um ponto de tangéncia.

Segundo a Propriedade 1, a interse¢cdo de CE com AX serd o ponto de Brianchon
K. A intersecdo de DK com AB serd o vértice Y do pentagono procurado.
Considerando a intersecéo das diagonais CY e AX, tem-se o ponto de Brianchon G, e
segundo a Propriedade 1, a intersecdo de DG com XY determina o ponto de tangéncia
da conica em XY.

Utilizando-se esta construcdo com diferentes posi¢cdes do ponto X sobre BC, ou
sobre os lados AD e CD permite-se a obtencdo de diversos pontos da conica, como
mostra a Figura 12, onde a ferramenta do software Geogebra denominada Rastro foi
aplicada ao ponto P. Nos possiveis deslocamentos do ponto X podem ser notados 0s
casos especiais da Propriedade 2 quando o ponto X coincidir com os pontos E e Y, ou
entdo quando o ponto Y coincidir com X e com o ponto de tangéncia do lado BC.

Para construir a cénica no software Geogebra € necessaria a obtengédo de mais 4
pontos da mesma. Neste caso uma nova ferramenta do software (ou macro) pode ser

criada utilizando-se os objetos iniciais A, B, C, D, E e X, cujo objeto final € P.
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Teorema: O lugar geométrico dos vértices comuns de dois triangulos com bases
fixas e com determinada soma das areas fixa é uma reta (DORIE, 1965).
Considere b; e b, as bases fixas dos triangulos com soma das areas igual ak, e P o

vértice comum destes triangulos. Considerando-se as alturas destes triangulos como

h; e h;, tem-se que as areas destes triangulos medem 1bh, e 1b,h,. Como a soma
destas areas ¢é fixa, tem-se que 1bh,+1b,h,=k, ou seja, b;h;+b,h,= 2k, que é a

equacdo da reta que passa pelo vértice P.

Teorema de Newton: A reta que passa pelos pontos médios das diagonais de um

quadrilatero circunscrito em uma circunferéncia contém o centro da mesma

Em um quadrilatero circunscritivel ABCD (Figura 13) tem-se que as somas dos
lados opostos sao iguais, ou seja AB + CD = BC + AD.

Considerando a area do quadrilatero ABCD igual a 2k, tem-se que a éarea do

triangulo M;AD € dada por Ay ap = 2Acap - POis M; € ponto médio de AC. Pelo mesmo

Aw,ap +Angec = K. Pelo teorema anterior, o ponto M; pertence a reta que passa pelos

vértices P dos triangulos PAD e PBC que tém area igual a k. Analogamente mostra-se

que M, pertence a mesma reta. Como Agap+Agesc= K, 0 centro da circunferéncia

também pertence a reta M;M, (DORIE, 1965).

Na Figura 13 encontram-se os casos da circunferéncia e da elipse inscritas em
guadrilateros. A demonstracdo do Teorema de Newton para elipses pode ser
encontrada em Ddrie (1965) e utiliza a propriedade de que a elipse é a projecéo
ortogonal de uma circunferéncia contida em um plano obliquo em relacéo ao plano de
projecéo. A projegéo do centro da circunferéncia coincide com o centro da elipse, e a
projecdo da reta de Newton passa pelos pontos médios das diagonais do quadrilatero

projetado circunscrito a elipse. Logo, a reta projetada passa pelo centro da elipse.

Figura 13: Reta de Newton M;M, para um quadrilatero circunscrito em circunferéncias e elipses.
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A Figura 14 mostra o caso em que o ponto E é deslocado no prolongamento do
lado AB, transformando a elipse em uma hipérbole. A reta XY também muda de
posicdo, e o centro da cbnica encontra-se no prolongamento de M;M,. Nos casos em
que o ponto E coincide com A ou B tem-se a coOnica degenerada, pois torna-se
impossivel a construcdo de uma conica tangente simultaneamente as duas retas AB e

AD, cujo ponto de tangéncia é a prépria intersecdo destas retas E = A.

Figura 14: Reta de Newton M;M, para um quadrilatero circunscrito em uma hipérbole.

Na Figura 15 o ponto E é deslocado até que o centro da cbnica torna-se improprio,
obtendo-se assim a parabola. Neste caso a reta M;M, torna-se paralela ao eixo

principal da cbnica.

Figura 15: Reta de Newton para um quadrilatero circunscrito em uma parabola.

5 Conclusao

Neste trabalho foram apresentados conceitos e construgcdes para visualizar a reta de
Newton, com 0 objetivo de aplicar estes conteidos em disciplinas de Desenho

Geométrico ou Geometria Euclidiana com software de Geometria Dinamica. Com a
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transformacdo de uma cénica em circunferéncia através da Homologia Plana, as
propriedades do Teorema de Brianchon validas em circunferéncias podem ser
utilizadas nas conicas, e permitem a construcdo de uma conica a partir do quadrilatero
circunscrito. Além disso, ao movimentar um dos pontos de tangéncia sobre a
respectiva tangente, o aluno pode visualizar as véarias cOnicas que podem ser
construidas circunscritas ao mesmo quadrilatero, revelando a grande utilidade de

softwares de Geometria Dindmica nestes estudos.
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