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Resumo

Este trabalho apresenta algumas propriedades da Geometria Inversiva
para, através dela, resolver o famoso Problema de Apol6nio - que consiste
em encontrar circunferéncias tangentes a trés circunferéncias dadas. Para
isto, demonstramos a existéncia de pontos magicos entre duas
circunferéncias e, através deles, mostramos que existe uma inversédo que
transforma duas circunferéncias disjuntas e ndo concéntricas em duas
circunferéncias concéntricas. Com esta transformacdo, o Problema de
Apoldnio se reduz em encontrar circunferéncias tangentes a outras trés,
sendo que, duas delas sdo concéntricas e a terceira pertence ao anel
compreendido entre elas, facilitando consideravelmente sua solugéo.

Palavras-chave: Problema de Apoldnio, Inversdo, Pontos Magicos.

Abstract

This paper presents some properties of Inversive Geometry, through it,
solve the famous problem of Apollonius - which is to find circles tangent to
three given circles. For this, we demonstrate the existence of magic points
between two circles, and through them, we show that there is a inversion
that transforms two disjoint and not concentric circles in two concentric
circles. Through this transformation, the problem of Apollonius reduces to
finding circles tangent to three others, while two of them are concentric and
the third belong to ring between them, facilitating the solution considerably.

Keywords: Problem of Apollonius, Inversion, Magic Points.

1 Introducéao

Um grande desenvolvimento da geometria aconteceu na chamada Idade Aurea da

matematica grega, ou periodo helenistico, ou ainda periodo Alexandrino e se estendeu
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de aproximadamente 324 a.C a 600 d.C. Foi neste periodo que Apoldnio propés um
problema, que veio a receber seu nome, consistindo em: Encontrar uma circunferéncia
tangente a trés outras circunferéncias, podendo estas ser degeneradas em retas
(circunferéncia de raio infinito) ou pontos (circunferéncia de raio zero). Este problema
despertou o interesse de varios matematicos ao longo dos séculos, cada qual
buscando solucdes segundo as mais diversas abordagens que refletiam o instrumental
matematico disponivel em cada época. Mas, embora muitas solucdes tenham sido
produzidas na era 'moderna’, ainda ndo atendiam ao almejado novo paradigma:
Encontrar um método direto, aplicavel a todos os casos, e se possivel, que permitisse
determinar o numero de solu¢Bes admissiveis para o problema.

Foi em 1824 que Jacob Steiner (1796 — 1863), o maior gedmetra desde os tempos
de Euclides (300 a 260 a.C.), descobriu a util transformagcdo chamada Geometria
Inversiva. Steiner ndo publicou suas idéias sobre inversdo, e a transformacgéo foi
redescoberta varias vezes por outros matematicos do século, inclusive Lord Kelvin (ou
William Thompson, 1824-1907) que em 1845 chegou a ela pela fisica e que a aplicou
a problemas de eletrostatica. Resultados da geometria das inversfes permitem
sistematizar a analise das possiveis configuracdes dos trés objetos dados no problema
de Apolbnio, classificando-as e determinando o numero efetivo de solugbes nos
diferentes casos. O trabalho de Searby (2009) mostra as conexdes dos teoremas de
Monge, D’Alembert, Pascal, Brianchon, Desargues e Gergonne para a resolu¢ao do
problema de Apolonio.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma solugdo, por meio da inversao, para o
décimo caso do problema de Apol6nio, onde as circunferéncias tém raio finito e
diferente de zero. A Geometria Inversiva exerce papel fundamental na simplificacdo de
problemas, e, resolvendo-se o problema com os dados transformados em elementos
mais simples, basta ‘desinverter’ a solugdo encontrada com estes dados simplificados.
Além disso, a Geometria Inversiva é usada na constru¢do de modelos da Geometria
Hiperbdlica, conforme mostra o trabalho de Cabariti (2004).

A fim de explorar as propriedades da inversdo e auxiliar nas construcoes,
sugerimos o uso de softwares de Geometria Dindmica. Estes ambientes possuem um
carater interativo e exploratério que permitem revelar aspectos novos e até mesmo

inesperados através da manipulacéo das figuras geométricas construidas.

2 Definicao de Inversao

Seja P um ponto e C uma circunferéncia. Definimos o inverso do ponto P em relacdo a
C como o outro ponto da interse¢cdo de quaisquer duas circunferéncias distintas

ortogonais a C que passam por P. Denotaremos o inverso de P por P’ (Figura 1).
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Observe que se P é externo a C, entdo, P’ é interno a C e vice-versa. No entanto,
guando P pertence a C, entdo, duas circunferéncias ortogonais a C possuem somente
0 ponto P como interse¢do, ou seja, P'=P (Figura 2). Outro ponto importante a ser
considerado € o centro da circunferéncia C. Neste caso, as circunferéncias ortogonais
a C na verdade sao retas (circunferéncias de raio infinito) e, duas retas distintas
passando P encontrar-se-4o no infinito. Assim, consideraremos que o infinito é o
inverso do centro da circunferéncia C e o inverso do centro da circunferéncia C serd o

infinito que denotaremos por Q.

Figura 1: Inversédo por Circunferéncias Ortogonais.

Figura 2: P e P’ coincidentes.

A Inversdo acima definida € uma transformacéo bijetiva e prova-se que no Espago
Euclidiano com sua métrica usual, se C é a circunferéncia de inversdo com centro O,
entdo, os pontos P e P’ sdo conjugados harmdnicos em relacdo ao diametro AB da
circunferéncia C (MUNARETTO, 2010), onde AB é determinado pela interse¢édo da
reta OP com C (Figura 3).

Assim, se r é o raio da circunferéncia, entdo, OP-OP'= r’>. Em algumas referéncias
esta afirmacao é usada para definir o inverso do ponto P, tais como Coxeter e Greitzer
(1967), Mafalda (2007), Oliveira (2007) e Puig Adam (1986).
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Figura 3: Inversos e Conjugados Harmanicos.

3 Invertendo Retas e Circunferéncias

Ao invertermos retas ou circunferéncias podemos obter retas ou circunferéncias. No
entanto, uma reta pode transformar-se em uma circunferéncia e uma circunferéncia
pode tornar-se uma reta. Isto depende da posicao destes objetos em relagéo ao centro
da circunferéncia de inversdo. Listaremos abaixo as possibilidades e demonstraremos
uma delas. As demais demonstracdes podem ser encontradas em Munaretto (2010).
- Inverséo de retas

Seja C uma circunferéncia de centro O. A inversao em relagdo a C de uma reta s
gue passa por O é a proépria reta s (Figura 4a).

A inversdo em relacdo a C de uma reta s que nao passa por O € uma

circunferéncia que passa por O (Figura 4b).

§=8

(@) (b)
Figura 4: Inversdo de reta: (a) que passa pelo centro; (b) que ndo passa pelo centro.
- Inverséo de circunferéncias
A inversdo em relagdo a C de uma circunferéncia D que ndo passa por O é uma

circunferéncia que néo passa por O (Figura 5).
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Figura 5: Inversao de circunferéncia que ndo passa pelo centro.

A inversdo em relacdo a C de uma circunferéncia D que passa por O é uma reta
que nao passa por O.

Demonstracao:

Seja C uma circunferéncia de inversao de centro O e raio r e D uma circunferéncia
de centro O; que passa por O (Figura 6). Seja A # O o ponto onde a reta t; = OO0,
intercepta D. Se A’ € o inverso de A em relagéo a C, entdo, A’ pertence a t;. Seja t; a
reta que passa por A’ e é perpendicular a t;. Provaremos que t, = D', ou seja, a

inversdo da circunferéncia D em relagdo & C é a reta t,.

Figura 6: Inversao de circunferéncia que passa pelo centro de inverséao.

Sejam B um ponto da circunferéncia D, com B # A e B = O, e t; = OB. Agora, seja
P o ponto onde t, intercepta a reta t;. Queremos mostrar que P = B'.
Temos que os triangulos AABO e APA’O s&o semelhantes, pois os angulos A'OP =
BOA s&o comuns e os angulos ABO e PA'O s3o retos. Assim,
0B _OA
OA" OP
Logo, OB-OP = OA-OA’ =r?, donde, P é o inverso de B, ou seja, P = B'.
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Portanto, os inversos dos pontos B = O da circunferéncia D pertencem a reta t, e,
como Q (inverso de Q') pertence a t,, entdo D' c t,. E facil ver que, pela demonstracio
feita acima, qualquer ponto P de t, é o inverso do ponto de intersecéo da reta OP com
a circunferéncia D. Logo, t, = D’ e, como Q ¢ D, entdo, seu inverso O ndo pertence a
D’, donde, D’ é uma reta que n&o passa por O (Figura 6).

A Transformacdo Inversdo é uma aplicacdo conforme, ou seja, preserva angulos.
Em particular, preserva a tangéncia entre objetos. Assim, muitos problemas
envolvendo tangéncias entre retas e circunferéncias podem ser simplificados através
desta transformacgdo. Exemplos podem ser vistos em Munaretto (2010). A fim de
resolver o Problema de Apoldnio que consiste em encontrar as circunferéncias
tangentes a outras trés circunferéncias, usaremos uma inversdo que transforma duas
circunferéncias disjuntas e exteriores em duas circunferéncias concéntricas. Para isto,

precisaremos encontrar os pontos magicos destas circunferéncias.

4 Pontos magicos

Proposicdo 1. Sejam C e D circunferéncias disjuntas e ndo concéntricas. Entao,
existe um unico par de pontos P e Q que sdo inversos em relacdo a C e inversos em
relacdo a D simultaneamente.

Demonstracao:

Existéncia

Sejam C e D circunferéncias disjuntas e ndao concéntricas. Chamemos de s a reta
dos centros e AB e EF os diametros determinados por s em C e D, respectivamente
(Figura 7).

Figura 7: Inversdo com centro em A.
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Agora, uma inversdo com centro em A transforma a circunferéncia C em uma reta
C’ e a circunferéncia D em uma circunferéncia D'. A inversa s’ de s é a propria reta s.

Com centro em B', existe uma Unica circunferéncia G’ ortogonal a D'. Desta forma,
temos que G’ também é ortogonal a C’, pois, C’' € uma reta que passa pelo centro de
G'. Note que s’ € ortogonal a C' e a D'. Portanto, como a inversdo preserva angulos,
sendo G = (G'), temos que G e s sdo ortogonais a C e a D. Portanto, suas intersecdes

P e Q séo inversos em relagéo a C e a D simultaneamente (Figura 8).

Figura 8: Encontrando P e Q.

Unicidade

Para encontrar pontos que sdo simultaneamente inversos em relacdo a C e a D,
devemos encontrar as interse¢cfes de quaisquer duas circunferéncias X e Y que sejam
ortogonais a C e a D. Por preservar angulos, podemos pensar em encontrar duas
circunferéncias X' e Y' que sejam simultaneamente ortogonais a C’' e a D'. Mas, com a
inversao feita acima, temos que C’' é uma reta e, portanto, as circunferéncias
ortogonais a C' tém centros em C'.

Para mostrar a existéncia, usamos um caso particular onde, X' =s" e Y' = G'.
Queremos mostrar agora, que qualquer circunferéncia ortogonal a C' e a D’
simultaneamente, passa por P’ e Q'. Assim, seja O um ponto de C’'. Com centro em O,
existe uma unica circunferéncia X' ortogonal a D'. Agora, seja W a circunferéncia de
centro em O passando por P’ (inverso de P). Entdo, como P’ e Q' sdo inversos em
relacdo a C' e W é ortogonal a C’, temos que W passa por Q'. Logo, como P’ e Q' sdo
inversos com relacdo a D', entdo, W é ortogonal a D', mas, como X' € Unica com
centro em O ortogonal a D', entdo, W = X' e, portanto, X' passa por P’ e Q'.

Concluimos, entdo, que qualquer circunferéncia ortogonal a C’' e a D’ passa por P’

e Q’, logo, este par de pontos € o Unico a ser inverso em relacdo a C' e a D’
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simultaneamente. Portanto, P e Q é o Unico par de pontos inverso em relacdo a C e a
D simultaneamente.

Definicdo 1. Sejam C e D circunferéncias disjuntas e nado concéntricas.
Chamemos de s a reta dos centros e AB e EF os diametros determinados por s em C
e D, respectivamente. Os pontos P e Q que sdo conjugados harmdnicos
simultaneamente de AB e EF sdo denominados pontos magicos de C e D.

Os pontos magicos de C e D séo, portanto, 0s pontos que sao inversos em
relacdo a C e a D simultaneamente.

Lema 1. Seja C uma circunferéncia de inversdo de centro O e D uma
circunferéncia que ndo passa por O. Seja O’ o inverso de O em relagdo a D e D' a
inversa de D com relagédo a C. Entdo, O”, o inverso de O’ em relagéo a C, é o centro

da circunferéncia D’ (Figura 9).

Figura 9: O centro do inverso.

5 O Problemade Apolénio

O Problema de Apolbnio consiste em encontrar as circunferéncias que sao tangentes

©

a trés circunferéncias dadas (Figura 10).

Figura 10: O problema de Apol6nio.

Se as circunferéncias dadas séo disjuntas e ndo concéntricas, o problema pode

ser reduzido a um caso mais simples por meio da inversdo. Esta simplificacdo ocorre
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porque existe uma inversdo que transforma duas destas circunferéncias em
circunferéncias concéntricas, conforme mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 2: Sejam C e D circunferéncias disjuntas e ndo concéntricas. Entao,
existe uma inversdo que transforma C e D em circunferéncias concéntricas.

Demonstracao:

Sejam P e Q os pontos magicos de C e D. Seja S uma circunferéncia com centro
em P e C’' ainversa de C em relacdo a S. Temos que o inverso do centro P de S em
relacdo a C € o ponto Q, logo, pelo Lema 1, o inverso de Q em relagdo a S € o centro
de C'. Analogamente, se D' é o inverso de D em relagdo a S, entdo, como o inverso de
P em relagdo a D é o ponto Q, temos que o inverso de Q em relagdo a S é o centro de

D'. Portanto, Q' € o centro de C' e D', ou seja, C' e D’ sdo concéntricas (Figura 11).

Figura 11: Transformac&o em circunferéncias concéntricas.

Agora, dadas trés circunferéncias A, B e C disjuntas e externas, podemos
encontrar A’, B’ e C' com A’ e B’ concéntricas e C’' no anel compreendido entre A’ e B’
(Figura 12).

Figura 12: Simplificagdo do problema.

Temos, neste caso, oito solucdes, sendo que B’ é externa a quatro delas e interna
a outras quatro como mostra a Figura 13.
Finalmente, invertendo essas solugbes, encontramos as oito solugdes procuradas,

conforme mostra a Figura 14.
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Figura 14: Solu¢Bes do problema de Apolénio.

6 Conclusao

Neste trabalhou apresentamos uma solucéo do Problema de Apolénio fazendo uso da
Transformacdo Geométrica Inversdo. Para isto, demonstramos que existem, e sdo
anicos, os chamados pontos magicos entre duas circunferéncias. Através destes
pontos, utilizamos uma inversdo que transforma duas circunferéncias disjuntas e nao
concéntricas, em circunferéncias concéntricas, ficando assim, o problema de Apol6nio
reduzido a um caso particular muito mais simples.

Outros problemas envolvendo tangéncia podem ser resolvidos através da
inversao, porém, mais do que resolver tais problemas, descobrir e construir a
Geometria Inversiva com o auxilio da Geometria Dindmica € um caminho instigante
que leva ao desenvolvimento de habilidades de visualizagdo, desenho e

argumentacao logica.
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