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RESUMO

Este artigo mostra o uso de recursos web, para a criacdo de ambientes para a visualizagao
de poliedros de Arguimedes e os respectivos poliedros duais de Catalan. Estes ambientes
foram criados com o uso de recursos da Realidade Virtual (RV), que permitem ao
visitante a manipulagéo dos poliedros e a comparagéo entre os poliedros e seus duais. As
transformacdes geométricas de translacdo e rotagdo foram usadas para as construcdes das
salas virtuais, com o uso de estruturas de hierarquias de paginas HTML para a insercéo
de cada poliedro em sua respectiva sala virtual. Os recursos apresentados neste trabalho
podem ser usados em sala de aula para a visualizagdo dos poliedros com oculos imersivos
e até mesmo em Realidade Aumentada (RA) com o uso de smartphones e tablets. Outros
estudos que podem ser desenvolvidos com os poliedros modelados neste artigo sdo de
areas, volumes, se¢des planas e a relacéo de Euler. Este artigo mostra a possibilidade de
criacdo de materiais didaticos com uma tecnologia simples, gratuita e com grande
contribuicdo para a melhoria do ensino da Geometria, além de outras areas que utilizam
representacdes gréficas de objetos 3D.

Palavras-chave: realidade virtual, visualizacdo gréafica, poliedros de Arquimedes,
poliedros de Catalan, dualidade.

ABSTRACT

This paper shows the use of web resources, to create environments for visualizing
Archimedean polyhedra and the respective Catalan dual polyhedra. These environments
were created using Virtual Reality (VR) resources, which allow the visitor to manipulate
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the polyhedra and compare the polyhedra and their duals. The geometric transformations
of translation and rotation were used to construct the virtual rooms, using HTML page
hierarchies structures to insert each polyhedron in its respective virtual room. The
resources presented in this paper can be used in the classroom to visualize polyhedra with
immersive glasses and even in Augmented Reality (AR) using smartphones and tablets.
Other studies that can be developed with the modeled polyhedra are areas, volumes, plane
sections and the Euler relation. This article shows the possibility of creating teaching
materials with a simple, free technology that makes a great contribution to improving the
teaching of Geometry and also other areas that use graphic representations of 3D objects.

Keywords: virtual reality, graphical visualization, Archimedean polyhedra, Catalan
polyhedra, duality.

RESUMEN

Este articulo muestra el uso de recursos web para crear entornos para visualizar los
poliedros de Arquimedes y los respectivos poliedros duales catalanes. Estos entornos
fueron creados utilizando recursos de Realidad Virtual (VR), que permiten al visitante
manipular los poliedros y compararlos y sus duales. Para la construccion de las salas
virtuales se utilizaron las transformaciones geométricas de traslacion y rotacion,
utilizando estructuras de jerarquias de paginas HTML para insertar cada poliedro en su
respectiva sala virtual. Los recursos presentados en este trabajo se pueden utilizar en el
aula para visualizar poliedros con gafas inmersivas e incluso en Realidad Aumentada
(RA) utilizando smartphones y tablets. Otros estudios que se pueden desarrollar con los
poliedros modelados en este articulo son areas, volimenes, secciones planas y la relacion
de Euler. Este articulo muestra la posibilidad de crear materiales didacticos con una
tecnologia sencilla y gratuita que hace un gran aporte a la mejora de la ensefianza de la
Geometria, asi como de otras areas que utilizan representaciones graficas de objetos 3D.

Palabras clave: realidad virtual, visualizacion grafica, poliedros de Arquimedes,
poliedros Catalanes, dualidad.

1 INTRODUCAO

Os conteudos apresentados em algumas disciplinas que envolvem conceitos
tridimensionais podem ser compreendidos, por parte dos alunos, de maneira mais
eficiente com o uso de recursos auxiliares. Os materiais concretos, feitos com impressoras
3D, podem ser usados nas aulas de Matematica (Quigley, 2021), Biologia (Olumorin et
al., 2022), ou disciplinas com contetidos que envolvem o desenvolvimento e habilidades
espaciais (Karaismailoglu e Yildirim, 2023). A criacdo de ambientes ou aplicativos web
para o ensino pode colaborar no ensino de conceitos de Biologia (Delgado, Bhark e
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Donahue, 2021) e Fisica (Komikesari et al., 2019; Rozal et al., 2021) e tem sido utilizada
como uma alternativa atraente para auxilio da aprendizagem dos alunos.

A modelagem de objetos com o uso de tecnologias virtuais também pode auxiliar
na aprendizagem de contetdos que envolvem conceitos em trés dimensdes (3D). A
Realidade Virtual (RV) permite a criacdo de um ambiente imersivo e interativo com
manipulacdo dos objetos por meio de controles e 6culos imersivos (Marougkas et al.,
2023).

Ambientes desenvolvidos em RV podem ajudar na visualizacdo de fendmenos
fisicos, bioldgicos ou quimicos (Kumar et al., 2021), simulacGes de situacGes de
treinamentos, jogos educacionais (Pirker et al., 2020), Medicina (Pottle, 2019),
Enfermagem (Chen et al., 2020), simulacgdes de construgcdes (Soliman et al., 2021) e
outras areas ligadas a educacdo (Fabris et al., 2019; Melinda e Widjaja, 2022; Akhunova,
2021).

A aprendizagem dos contetdos que envolvem poliedros em disciplinas como
Geometria Euclidiana, Geometria Descritiva e Desenho Técnico quase sempre necessita
de materiais auxiliares, tais como poliedros planificados, montados com materiais
alternativos, ou impressos em 3D (Andrade, Santos e Moura, 2017). Os contedos que
envolvem visualizagdes de faces e arestas, além dos calculos de areas e volumes podem
ser explorados com materiais manipulaveis ou modelados em ambientes virtuais.

O uso de ambientes virtuais programados em RV pode complementar a utilizagdo
dos materiais didaticos tradicionais no ensino dos poliedros, pois os alunos podem
interagir e visualizar os solidos e suas propriedades de maneira mais efetiva e
significativa. A RV pode colaborar na interacdo dos alunos com as representacdes dos
poliedros modelados, facilitando as visualiza¢bes e a compreensdo das propriedades dos
objetos.

Neste artigo sdo apresentados 0s recursos web para criagdo de ambientes
imersivos que possibilitam a manipulagéo de poliedros de Arquimedes e de Catalan com
as tecnologias de RV e Realidade Aumentada (RA). Nas visualiza¢des dos poliedros com

0 uso de RA, sdo disponibilizados os links para as paginas desenvolvidas em RV.

REVISTA OBSERVATORIO DE LA ECONOMIA LATINOAMERICANA
Curitiba, v.22, n.3, p. 01-19. 2024.

ISSN: 1696-8352

Page 3

REVISTA OBSERVATORIO DE LA ECONOMIA LATINOAMERICANA, Curitiba, v.22, n.3, p. 01-19. 2024.




OBSERVATORIO
DE LA ECONOMIA
LATINOAMERICANA

Na pagina programada em RA, os alunos visualizam e manipulam os poliedros
em diversos pontos de vista e acessam as paginas programadas em RV para manipularem
as representacfes dos solidos com dispositivos mdveis, computadores ou podem até

imergirem na cena utilizando 6culos de RV.

2 MODELAGEM DOS POLIEDROS DE ARQUIMEDES

Um poliedro convexo de Arquimedes é formado por poligonos regulares e cada
veértice é extremidade do mesmo numero de arestas. Existem 13 poliedros de Arquimedes,
0s quais 7 sdo obtidos por meio de se¢6es planas dos Solidos de Platdo. Os vértices destes
poliedros sdo combinacGes de dois ou mais poligonos regulares diferentes (Coxeter, 1973;
Weisstein, 2024). Os poliedros podem ser representados utilizando-se as coordenadas de
seus Vvértices ou por meio das construcdes dos poligonos que representam as faces dos
solidos.

Em Siqueira (2021) sdo apresentados os codigos usados para representacdo de
cada poliedro de Arquimedes usando as simetrias e angulos entre arestas e faces que
definem os sélidos. A modelagem dos poliedros de Arquimedes para a criagdo das salas
virtuais deste artigo € a mesma apresentada no trabalho de Siqueira (2021). A figura 1
mostra os poliedros Rombicosidodecaedro e Dodecaedro snub modelados com os
recursos de RV disponiveis para programagdo em HTML com os scripts e comandos A-
Frame (2024).
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Figura 1: Modelagem dos poliedros Rombicosidodecaedro e Dodecaedro snub.

Rhombicosidodecahedron Snub dodecahedron
Rombicosidodecaedro Dodecaedro snub

Mfaces Medges Bfaces Eedges

Fonte: o autor.

Os poliedros podem acessados individualmente, e os alunos podem manipular e
visualizar estes poliedros de diversas maneiras em qualquer dispositivo. Nesta forma de
visualizagdo, os alunos podem escolher a visualizag&o apenas das faces ou das arestas de
cada poliedro. Os modelos dos poliedros de Arquimedes, as salas virtuais e 0s QR codes
para visualizacdo de cada poliedro usando a tecnologia de RA estdo disponiveis na

pagina: https://paulohscwb.github.io/polyhedra/archimedes/

3 DUALIDADE DE POLIEDROS

O conceito de dualidade na Geometria estd associado com uma estrutura
secundaria de um poliedro. De acordo com Wenninger (2003), esta estrutura é definida
pela correspondéncia biunivoca entre os vértices de um poliedro com as faces do outro
poliedro. As arestas entre os pares de vértices de um poliedro tém a correspondéncia
biunivoca com as arestas entre os pares de faces do poliedro dual.

Considere o Cuboctaedro de Arquimedes, que possui 8 faces triangulares, 6 faces
quadradas, 24 arestas e 12 vértices (Figura 2). A correspondéncia entre cada face deste
poliedro com os vértices do dual determina um solido com 14 vértices e 12 faces
denominado Dodecaedro Rémbico. Este é um dos poliedros de Catalan (Coxeter, 1973;
Weisstein, 2024). As arestas do poliedro dual sdo ortogonais as arestas do poliedro primal,
e 0 dual do dual sempre € o poliedro primal.
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Figura 2: Correspondéncia entre arestas, faces e vértices entre o Cuboctaedro e o Dodecaedro Rémbico.

Fonte: o autor.

As faces dos poliedros de Catalan ndo sdo regulares: sdo triangulos isésceles,
losangos, deltoides (quadrilateros com dois pares disjuntos de lados adjacentes
congruentes), pentagonos irregulares simétricos e triangulos escalenos acutangulos.
Logo, a modelagem destes poliedros pode ser feita usando as coordenadas dos vértices,
definindo-se quais vértices formam cada face do sélido. Estas informacdes séo inseridas
em arquivos com formato obj (Fileformat, 2024), que funcionam de maneira bastante
intuitiva.

Por exemplo, um quadrilatero que tem os vértices 1, 2, 3 e 4 e um tridngulo que
tem os vértices 3, 4 e 5 sdo definidos em um arquivo obj (Figura 3). As faces sdo definidas
com comandos f, que possuem as sequéncias de vértices definidos nos comandos v com
as coordenadas 3D. As cores podem ser definidas no arquivo de materiais com extensdo

mtl e 0 comando usemtl.
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Figura 3: Trecho de um codigo de arquivo em formato obj que define um quadrilatero e um triangulo.
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Fonte: o autor.

Os arquivos obj com as arestas sdo criados da mesma forma, com o uso dos
comandos de linhas I. Os codigos de programacdo HTML com os recursos A-Frame de
cada poliedro sdo feitos inserindo os links (caminhos) dos arquivos que contém os
poliedros modelados em arquivos de formato obj.

A Figura 4 mostra o codigo para a modelagem de um Tetraedro Triakis em RV.
Entre as linhas 10 e 12 sdo definidos os links dos arquivos que contém o poliedro e as
arestas. Nas linhas 16 e 17 sdo inseridos os poliedros modelados na cena. Finalmente,
entre as linhas 18 e 25 sdo usados 0s comandos a-sphere para representacdo dos 8 vértices
do Tetraedro Triakis. Os outros poliedros de Catalan sdo definidos usando o0 mesmo tipo
de arquivo HTML.
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Figura 4: Codigo da modelagem de um Tetraedro Triakis em RV usando recursos A-Frame.
1 <!DOCTYPE html>
2 <html>
3 <head>
4 <script src="https://aframe.io/releases/1.3.0/aframe.min.js"></script>
5 </head>
6  <body>
7 <a-scene>
8 <a-entity camera></a-entity>
9 <a-assets>
10 | <a-asset-item id="poliedro" src="catalan/TriakisTetrahedron.obj"></a-asset-item>
11 | <a-asset-item id="1linhas" src="catalan/TriakisTetrahedronL.obj"></a-asset-item>
12 | <a-asset-item id="material" src="catalan/solidos.mtl"></a-asset-item>
13 /a-assets>
14 <a-sky color="aliceblue"></a-sky>
15 «<a-entity scale="3,3,3" position="0,0,0">
16 <a-obj-model src="#poliedro" mtl="#material"></a-obj-model>
17 <a-obj-model src="#linhas" mtl="material"></a-obj-model>
18 <a-sphere position="1.06066,-1.06066,-1.06066" radius="0.85"></a-sphere>
19 <a-sphere position="-1.06066,-1.06066,1.06066" radius="0.85"></a-sphere>
20 | <a-sphere position="-1.06066,1.06066,-1.06066" radius="0.05"></a-sphere>
21 <a-sphere position="0.63639,-0.63639,0.6363" radius="0.85"></a-sphere>
22 <a-sphere position="0.63639,0.63639,-0.63639" radius="0.85"></a-sphere>
23 <a-sphere position="-0.63639,0.63639,0.63639" radius="0.05"></a-sphere>
24 | <a-sphere position="-0.63639,-0.63639,-0.6363" radius="0.05"></a-sphere>
25 <a-sphere position="1.06066,1.06066,1.06066" radius="0.85"></a-sphere>
26 </a-entity>
27 </a-scene>
28 </body>
29 </html>

Fonte: o autor.

A Figura 5 apresenta a modelagem dos poliedros de Catalan Hexecontaedro
deltoidal e Hexecontaedro pentagonal com arquivos obj, que representam os duais dos
poliedros de Arquimedes Rombicosidodecaedro e Dodecaedro snub mostrados na Figura
1.
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Figura 5: Modelagem dos poliedros Hexecontaedro deltoidal e Hexecontaedro pentagonal.

Deltoidal hexecontahedron Pentagonal hexecontahedron
Hexecontaedro deftoidal Hexecontaedro pentagonal

Bfaces Eedges Evertices @faces Eedges Evertices

Fonte: o autor.

Os modelos dos poliedros de Catalan, as salas virtuais e 0s QR codes para
visualizacdo de cada poliedro usando a tecnologia de RA estdo disponiveis na pagina:

https://paulohscwb.github.io/polyhedra/catalan/

4 SALAS IMERSIVAS COM OS POLIEDROS MODELADOS

Os poliedros modelados de Arquimedes e de Catalan foram inseridos em uma sala
de imersdo de RV, que pode ser acessada utilizando qualquer dispositivo. Mesas de apoio
para os poliedros, fotos equiretangulares de fundo e uma tela de projecdo com as
propriedades de alguns sélidos foram inseridas nos ambientes programados.

As propriedades de efeitos de gravidade e de sombras do A-Frame foram
programadas nas salas virtuais, com o objetivo de melhorar a sensacdo de imersdo. A
Figura 6 mostra uma visdo geral do ambiente de uma sala virtual com os poliedros de
Arquimedes, sem a imagem equiretangular de fundo. Os modelos dos poliedros estéo
apoiados nas mesas, com 0s rotulos que contém os respectivos nomes em inglés e

portugués de cada sélido.
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Figura 6: Visao geral de uma sala virtual com os poliedros de Arquimedes.

Fonte: o autor.

A Figura 7 mostra uma das mesas com os poliedros de Arquimedes, apresentando

a imagem de fundo em formato equiretangular (Hemul-1, 2024).

a virtual com uma das mesas que contém 7 poliedros de Arquimedes.

Figura 7: Detalhe da sal

Poledios de hraisteis
Broiirtediean ot

Fonte: o autor.
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Utilizando controles de o6culos imersivos, o clique do mouse ou o touch do
smartphone ou do tablet, o visitante pode movimentar os poliedros, mudar de sala virtual
e sair do ambiente imersivo. A Figura 8 mostra uma das mesas com o0s poliedros de

Catalan, com a imagem de fundo com formato equiretangular (Hemul-2, 2024).

Figura 8: Detalhe da sala virtual com uma das mesas que contém 6 poliedros de Catalan.

decafiedron

s
Fonte: o autor.

A Figura 9 mostra o uso dos controles de manipulacdo dos éculos de Realidade

Virtual nas salas com poliedros de Arquimedes e de Catalan.
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Figura 9: Detalhes das salas imersivas com as manipulagdes dos poliedros com os controles dos éculos de
RV.

15 centers of a disdyakis triacontahedron
hegean, dual of a disdyakis triacontahedran

Fonte: o autor.

5 CONEXOES ENTRE OS POLIEDROS E SEUS DUAIS

As relagdes entre os poliedros de Arquimedes e seus respectivos duais de Catalan
podem ser compreendidas de forma mais eficiente quando sdo estabelecidas ligacOes
entre estes solidos. Uma fita de DNA pode servir de base para a visualizacdo das ligacdes
entre os elementos dos poliedros duais.

A construcdo de uma fita de DNA pode ser feita usando duas hélices cilindricas
simétricas em relacdo ao eixo z. Considere o raio da hélice r = 3, e 0 primeiro par com
um poliedro de Arquimedes no ponto A e seu respectivo dual de Catalan na posicado
simétrica 4~ (Figura 10).

Considere que cada par de poliedros esta localizado com uma rotacdo de 45°,
relativa ao eixo z com rela¢éo ao par anterior. Logo, o segundo par de poliedros tem as
coordenadas x e y iguais, que podem ser encontradas usando o teorema de Pitagoras no

triangulo retangulo de hipotenusa r com catetos iguais:

X+x=r=2%=3=x*=45=x=2212.
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Figura 10: Construcdo de uma fita de DNA com duas hélices cilindricas.
[}

z

C'=(-2.12, 2.12, 1.5)

A'=(3,0,0)

AN -
®

"B =(2.12,2.12,-1.5)

[
B'=(-2.12,-2.12,-1.5)

Fonte: o autor.

Utilizando a distancia vertical z = -1,5, temos o segundo par de duais nos pontos
B e B’. O terceiro par de poliedros possui a medida da coordenada z = 1,5 e localiza-se
nas posicoes simétricas de B e B’ em relagdo ao eixo x. Os outros 10 pares de poliedros
podem ser posicionados seguindo 0 mesmao raciocinio. Para melhorar a visualizagdo desta
fita da DNA na sala virtual, considera-se uma rotacdo das hélices com angulo de 90° em
torno do eixo y.

A modelagem da fita de DNA permite que os alunos enxerguem as sobreposi¢oes
de vértices de um poliedro, que determinam os centros das faces de seu respectivo dual.
A Figura 11 mostra a modelagem desta fita de DNA com as duas hélices cilindricas.
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Figura 11: Modelagem da fita de DNA com as conexd@es entre os poliedros duais de Arquimedes e de
Catalan.

Fonte: o autor.

Da mesma forma apresentada nos poliedros visualizados individualmente, os
alunos podem escolher a visualizagdo somente de arestas ou somente de faces dos
poliedros, além de manipular a visualizacdo da fita de DNA. As esferas que representam
0s vertices dos poliedros foram omitidas nas hélices cilindricas, para deixar o
processamento da representacao grafica mais leve.

Uma sala virtual imersiva foi criada para visualizacdo destas conexdes entre 0s
poliedros duais de Arquimedes e de Catalan. A Figura 12 mostra o detalhe com a mesa,
a fita de DNA e a imagem equiretangular (Hemul-3, 2024) no ambiente virtual criado.
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Figura 12: Sala virtual com a fita de DNA que mostra as conexdes entre os poliedros duais de
Arquimedes e de Catalan.

Al

Poliedros de Argquimedes e seus Suais e Caaas
Archimean polyhedra and s Cakaan S

Fonte: o autor.

Além das salas virtuais e dos recursos individuais de visualizacdo dos poliedros,
a tecnologia de Realidade Aumentada pode ser usada para visualizar cada poliedro e a
fita DNA com as conexdes entre os poliedros duais. A Figura 13 mostra o uso do recurso

de RA para visualizar a fita DNA mostrada nesta se¢éo.

Figura 13: Visualizacdo da Fita de DNA utilizando o recurso de Realidade Aumentada.

) 25 paulohscwb.github.io/|

paulohscwb@gmail.com
© 2020 Paulo Henrique Siqueira

Fonte: o autor.
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6 CONCLUSOES

Este artigo mostra o uso de paginas web para visualizagdo de poliedros de Arqui-
medes e de Catalan usando as tecnologias de Realidade Virtual e Realidade Aumentada.
Por meio da visualizacdo de marcadores impressos, 0s alunos podem visualizar os sélidos
em RA em qualquer dispositivo com webcam e acesso a internet, com links para as visu-
alizacbes em RV.

A modelagem de poliedros e a criagdo das salas virtuais usadas neste artigo utili-
zam as estruturas de hierarquias da programacdo de paginas web com scripts A-Frame,
facilitando a insercdo de varios poliedros em uma mesma pagina. O resultado mostra que
se trata de uma ferramenta Util para uso em sala de aula, pois permite que 0s alunos visu-
alizem e manipulem as representac@es graficas dos poliedros em seus dispositivos ou que
usem os oculos de RV para imersao completa nas salas virtuais.

Os ambientes programados podem ser explorados em aulas de Geometria, auxili-
ando na compreensdo dos elementos dos poliedros ou em topicos como céalculos de éareas
e volumes, relacdo de Euler, secdes planas ou simplesmente na visualizacdo de cada so6-
lido modelado. A fita DNA modelada neste artigo permite as visualizagdes das conexdes
existentes entre os elementos dos poliedros de Arquimedes e seus respectivos duais de
Catalan.

Todos os elementos dos poliedros podem ser visualizados em RV e RA e os alunos
podem movimentar a cdmera da cena para encontrarem os melhores pontos de vista dos
solidos com ferramentas desenvolvidas para o A-frame para orbitar a cdmera em torno
dos objetos.

As ferramentas de programacdo de paginas de web mostradas neste artigo séo
simples e intuitivas, e podem ser usadas em salas de aula com materiais impressos ou com
os 6culos imersivos. Os alunos acessam a pagina programada em RA, visualizam 0s so6-
lidos com seus respectivos marcadores impressos e podem interagir com os poliedros
programados em RV. Desta forma, os alunos podem explorar 0s conceitos geométricos
envolvidos de forma mais eficiente e dindmica.

Algumas vantagens da criacdo de ambientes de RA e RV como paginas da web

para uso em sala de aula sdo a praticidade, baixo custo, 6timo desempenho, a simplicidade
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de programacdo e o funcionamento em todos os tipos de smartphones e tablets. Outra
vantagem desta ferramenta é o carregamento quase que imediato de cada pagina, pois é
construida em HTML com referéncias de bibliotecas de RV desenvolvidas com a lingua-
gem JavaScript. Os alunos néo precisam fazer download de aplicativos e diversos marca-
dores podem ser usados em uma mesma pagina de HTML, que permitem a criacdo de
materiais didaticos com diversos temas programados em RA e RV. Esta ferramenta pode
ser usada em outras disciplinas, tais como Calculo Diferencial e Integral, Estatistica, Bi-
ologia, Quimica, Fisica, Engenharia e outras areas que utilizam representacdes graficas
em 3D.
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