FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Introducéo
Considere os seguintes enunciados:
e O volume V de um cilindro é dado por V = zr’h , onde r € o raio e h é a altura.

e Um circuito tem cinco resistores. A corrente deste circuito é funcao das resisténcias
R (1=12,...5).

Analisando esses enunciados, verificamos que as fungdes envolvidas requerem o uso de duas ou mais
variaveis independentes.

e O volume do cilindro denotado por V é uma fun¢do do raio r e da altura h. Assim:

V =V(r,h)
V(r,h) = zr’h

e Sobre o circuito, podemos dizer que a corrente do circuito dado é uma func¢édo de cinco variaveis
independentes. Temos:

E

| =
R +R, +...+R;g

onde E representa a tensdo da fonte.

E
R +R, +..+R;

I(R,+R, +..+R;) =

Funcdes de Varias VVariaveis

Definicdol: Seja D um conjunto de pares ordenados de nimeros reais. Uma funcéo f de duas variaveis
€ uma correspondéncia que associa a cada par (X, y) em D exatamente um namero real, denotado por
f(x,y). O conjunto D é o dominio de f. O contradominio de f consiste em todos 0s nimeros reais
f(x,y), com (x,y) em D.
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Definigdo2: Seja Ac R". Uma funcdo f definida em A com valores em R é uma correspondéncia que
associa a cada ponto de A um e um sO numero real. Os pontos de A sdo chamados variaveis
independentes. O conjunto A é chamado dominio de f. O conjunto B ={f(P)/P e A} é chamado

imagem de f e denotado por Im(f).

Notagdo: f: AcR" >N

N /\ ER
. /

Exemplos: Seja A o conjunto de pontos do R* representado na figura:

A

y

N
xv

A cada ponto (x, y) pertencente a A < R?, podemos fazer corresponder um nimero z < R dado por

z=4J4—x"—y”.



Neste caso, estamos diante de uma funcdo de duas variaveis reais denotada por
f:ACR® >R
O dominio dessa fungéo € o conjunto A — R?, isto é, o conjunto de pontos (X, y) € R?, tais que
4-x*-y?>0
x> +y?<4

Logo: D(z) ={(x,y) e R* [ x* + y*> < 4}.

A imagem dessa funcdo € o conjunto dos z e R, taisque 0<z<2:

Im(z) ={zeR/0<z2<2}

Exercicios: 1- Fazer uma representacéo grafica do dominio das seguintes funcgdes:

a- f(xy)=In(x-y)

b- g(x,y,2) =+16—x* — y2 —7°



2- Seja f(x,Y) _ NS
24y — x?

a- Esboce o dominio D de f
b- Represente os numeros f(2,5) e f(1,2) em um eixo-w

3- Seja f a fungo com dominio “D” dada por f(X,y)=9-x*—-y® e D={(x,y)e R*/x* +y? <9}.
Esboce o grafico de f e exiba os tracos nos planos z=0, z=2,z=4, z=6 ¢ z=8.



LIMITE E CONTINUIDADE EM
FUNCOES DE DUAS OU MAIS VARIAVEIS

Neste momento estenderemos 0s conceitos de limite e continuidade para as fungdes de duas
varidveis. Esses conceitos auxiliam no desenvolvimento formal das idéias principais do calculo
diferencial das funcdes de varias variveis.

Se f é uma fungdo continua de duas varidveis, podem interessar-nos as mudancas nos valores
funcionais f(x,y) quando (x,y) varia no dominio D e f . Como ilustracdo fisica, suponha que uma

chapa metalica plana tenha a forma da regido D da figura abaixo.

yt Chapa Temperatura
Metalica 'y
w
a,b
@.b) in
. ¢ f(xy)
> T
D

A cada ponto (x,y)da chapa corresponde uma temperatura f(x,y), que é registrada em um
termdmetro representado pelo eixo-w. Quando o ponto (X,y) se move na chapa, a temperatura pode
aumentar, diminuir ou constante, portanto, o ponto do eixo-w que corresponde a f(X,y)se movera
numa direcdo positiva, ou numa direcdo negativa, ou permanecerd fixo, respectivamente. Se a
temperatura f (x,y)se aproxima de um valor fixo L quando (X,y) se aproxima de um ponto fixo (a,b)
utilizamos a seguinte notacao.

) lim f(x,y)=L ou f(x,y)— L quando (x,y) — (ab)

(x,y)—>(a.b)

Lé-se: O limite de f(x,y), quando (X,y) tende para (a,b), é L.

Para dar precisdo matematica procedamos como segue. Para > 0 arbitrario, consideramos o intervalo
aberto (L— €, L+ €) no eixo-w, conforme a figura abaixo. Se a notacdo é verdadeira, existe um ¢ >0 tal

que para todo ponto (X, y) interior ao circulo de raio & com centro em (a,b) exceto possivelmente o
préprio (a,b) o valor funcional f(x,y) estd no intervalo (L—¢,L+€).

Isto equivale a seguinte afirmagio:  Se 0<+/(x—a)? +(y—b)? <5 entio [f(xy)—L|<e.

Definigcdo de Limite: Se uma funcéo de duas variaveis definida em todo o interior
de um circulo de centro (a,b), exceto possivelmente no proprio (a,b). A afirmacgao

lim f(x,y)=L

(xy)>(ab)
significa que, para todo > 0, existe um ¢ >0 tal que se

0<y(x-a)® +(y—b)? <& entdo |f(x,y)-L| <e.




Exemplol: Ache

a- lim (x*—4xy®+5y-7)

(x,y)—>(2,-3)

Xz_yz

lim ——
(x,y)—>(3,4) IX2+y2

b-

Regra dos dois caminhos: Se dois caminhos diferentes para um ponto (a,b) resulta em dois limites

diferentes, entdo  lim f(x,y) ndo existe.
(x.y)—>(ab)

2 2

Exemplo2: Mostre que lim X~

5 nao existe.
(x)-(00) X2 4y

2



Propriedades dos Limites de Func@es de Duas Variaveis
As regras a seguir sdo verdadeiras se L, M, e k sdo nUmeros reais e

lim f(x,y)=L e lim g(x,y)=M

(%,¥)>(X0,Y0) (%, ¥)=>(X0,Yo)

Regra da Soma

lim  [f(xy)+g(xy)]=L+M

(%,¥)>(X0,Yo)

e Regra da Diferenca

lim [f(xy)-g(xy)]=L-M

(%,¥)—>(X0,Yo)
e Regrado Produto

im f(x,y).9(x,y)=L. M

(%,¥)—>(%0,Yo)
e Regra da Multiplicagdo por Constante (para todo nimero real k)

lim k.f(x,y)=k.L

(%,¥)—>(Xo0,Yo)
e Regra do Quociente

fxy) _ L

im se M=0
=00y g(x,y) M

e Regrada Poténcia (se m e n forem inteiros, entdo)

lim  [f(x,y)]"" =L""

(%,¥)—>(%o,Yo0)
desde que L™" seja um namero real.

Continuidade

A defini¢do de continuidade de uma funcéo f de duas varidveis é andloga & de uma funcéo de uma
variavel.

Definicdo: Uma funcdo f de duas varidveis é continua em um ponto interior (a,b) de seu dominio se
lim f(x,y)=f(a,b)

(x,y)—>(a,b)

Propriedades

e A soma de n fung¢Bes continuas em um ponto é uma fungéo continua no ponto.



e O produto de n fungBes continuas em um ponto é uma fungdo continua no ponto
(portanto, como consequiéncia, toda fungdo polinomial é continua).

Exemplo:
2
2 (xy)#(00)
VXS +Y
Verificarse f(x,y)= é continua em (0, 0)
0 . (x,y)=(0,0)
X%y

Exercicio: Mostre que Lim nado existe.

0 X4y
y—0

2



DERIVADAS PARCIAIS

Quando fixamos todas as varidveis independentes de uma funcéo, exceto uma, e derivamos em relacao a
essa variavel, obtemos uma derivada parcial.

Relembrando:
A derivada f'(x)de uma funcdo de uma variavel é definida como:

f (x)=Ilim

h—0

f(x+h)—f(x)
h

Interpretando:
Damos um acréscimo h a variavel independente x; em seguida, dividimos a variacao correspondente de
f, que é f(x + h) — f(x) por h; e finalmente fazemos h tender para O.

Podemos entdo aplicar o conceito andlogo as fungdes de diversas variaveis.

Definicdo: Seja f uma funcdo de duas variaveis. As derivadas parciais primeiras de f emrelacdoa x e
y sdo as funcdes f, e f, tais que

f(x+h,y)=—f(x,y)
h

f(x,y) =lim

fox,y+h)—f(xy)
h

f,(x y) =lim

Podemos achar derivadas parciais sem utilizar limites, como segue:

e Paraachar f (x,y), consideramos y como constante e diferenciamos f(x,y) emrelagdoa X .
e Paraachar f (x,Y), consideramos x como constante e diferenciamos f(x,y) emrelagdoa y.

Déo-se a seguir algumas notacGes comuns usadas para derivadas parciais.

Se w= f(x,Yy), entdo

of 0 ow
f,=— ou f.Xy)=—1FfXy)=—=w,

* L= (X, Y) o (x,y) =

of 0 oW
o f =— ou f(xy)=—f~FfXxy)=—=w
Ty ’ oy oy




Exemplo 1:

Se f(x,y)=x’y?—-2x’y+3x, entdo ache

a)  f(xy) e f,(xy)

by  f(2-1) e f,(2-1)

Exemplo 2: Encontrar as derivadas parciais de 12 ordem da seguinte funcao:

g(x, y) =x* +y* -2



Obs.: Valem para derivadas parciais formulas analogas as das funces de uma variavel.

Exemplo 3: Ache ;ﬂ dado w=xy*.e”
y

Exemplo 4: Verificar se a funcdo z =In(xy) + x+ y satisfaz a equagéo x% — yg =X-Y
X

oy

Exercicio: Encontrar as derivadas parciais de 12 ordem da seguinte funcéo:

a-) f (X, y) =2x?y +3xy® —4x
b-) z=sen(2x+Y)



DERIVADAS PARCIAIS - Continuagéo

Teorema: Sejam S o gréfico de 2= (% ¥) ¢ P(@b, T(ab) ym nonto de S onde fee v existem. Sejam

C,e C ! C

2 0s tragos de S nos planos X=2a ¢ ¥ = b, respectivamente, e sejam "1 e "2 astangentesa “~ie
C

2em P,
|

f,(a,b)
f.(a,b)

e O coeficiente angular de "1 no plano-x =a é

e O coeficiente angular de "2 no plano-y=b £

l,

P(a, b, f(a, b))

Derivadas Parciais de Segunda Ordem

Quando derivamos uma fungdo f(x,y) duas vezes, produzimos suas derivadas de segunda ordem.
Essas derivadas em geral sdo denotadas por

s L - =29 o
OX OX \ OX OX
e 2ho- ), —2[2)- o
oy Yoo oy \ox dyox
0 o [ of o0 f
° & fy - (fy)x a &(EJ - axay
0 o[ of 0% f
L4 — f = f =—| — | =
R



Exemplol: Ache as derivadas de segunda ordem para a seguinte funcéo:

f(x,y) =3x"y? —4xy +3x

Exemplo2: Ache as derivadas de segunda ordem para a seguinte funcéo:

f(x,y)=x’y? —2x*y +3x



Teorema (Schwartz): Seja ' uma funcdo de duas variaveis X e Y. Se Fofo 1y, 1y e Fy séo

continuas em uma regido aberta R, entdo em toda R teremos:

fy = f,.

Obs.: Definem-se de modo analogo derivadas parciais terceiras ou de ordens mais elevadas.

DIFERENCIACAO PARCIAL —- REGRA DA CADEIA

Se f e g sdo fungdes de uma variavel tais que w= f(u) e u=g(x) entdo a funcdo compostade f e
g édada por w= f(g(x)). Aplicando a regra da cadeia, podemos achar a derivada de w em relacdo a
X COMO segue:

dw dw du
dx du dx
Agora aplicaremos esta formula a fungdes de diversas variaveis.

Sejam f , g e h funcbes de duas variaveis tais que w= f(u,v), com u=g(x,y) e v=h(x,y). Se

para cada par (X,y) em um subconjunto D do R* o par correspondente (u, V) estiver no dominio de f,
entéo

w=f (g(X, y)! h(X, y))

define w como uma fungdo composta de x e y com dominio D.

Teorema: Regras da Cadeia
se W=TUV) comU=9(%Y) ¢ V=N(XY) oo T 9 ¢ h s50 diferenciaveis, entio

ow _owadu  owov
OX Ou oX oV oX
ow _owadu  owov
oy ouoy ovoy




Exemplo 1: Por meio de uma regra da cadeia, ache - e 2 se w=r®+s?, com r=pqg’ e
P q
s=p’senq.

Obs.: Podemos aplicar regras da cadeia a fun¢des compostas de um namero arbitrario de
variaveis.

. . ow

Exemplo 2: Por meio de uma regra da cadeia, ache = se w=r?+sv+t® comr=x*+y*+2°,
z

s=xyzev=xe'et=yz’



Exemplo 3: Por meio de uma regra da cadeia, ache % sew=x*+yz,com x=3t’+1,y=2t—4 e

z=t°.
Exercicios:
: ow
1- Use a regra da cadeia e calcule ™ e ow
X
a- w=usenv; u=x*+y?, V =Xy
b- W=uv+V?; u=xseny, V= ysenx
. oW  ow
2- Use a regra da cadeia e calcule — e —
o 0s
a- w=u?+2uv; u=rins, V=2r+s
b- w=e"; t=r+s, V=rs
. 0z z
3- Use a regra da cadeia e calcule — e a
ox oy
a- Z=r’+s+Vv’; r=xe’, s =ye*, v=Xxy
b- Z=pq+qw; p=2x-Y, g=x-2y, W=—-2X+2y

4- Certo gas obedece a lei dos gases ideais PV =8T . Suponha que 0 gas esteja sendo aquecido a taxa de

: . : 1 . .
2°/min e a pressdo esteja aumentando a taxa de E(Kg/cmz)/mln. Se, em certo instante, a

temperatura é de 200° e a pressdo é de 10 (Kg/cm?), ache a taxa a qual o volume esta variando.



5- A areia estd vazando por um buraco em um recipiente a razdo de 6cm®/min . Ao vazar a areia vai
formando uma pilha em forma de um cone circular reto cujo raio da base aumenta a razdo de

Zcm/mln. Se no instante em que ja vazaram 40cm®, o raio é de 5 centimetros, determine a taxa de

aumento da altura da pilha.



EXTREMOS DE FUNCOES DE DIVERSAS VARIAVEIS

Os extremos de fungbes de uma variavel ja sdo conhecidos. Para uma funcdo de duas variaveis, 0s
maximos locais correspondem aos pontos mais altos da superficie S gerada pelo gréafico da funcdo f no

espaco 3D. Analogamente, os minimos locais correspondem aos pontos mais baixos. Os maximos e
minimos locais sdo ditos extremos locais. Todos os pares ordenados do plano que originam extremos
locais em uma superficie devem ser solugdes de equacgdes especificas, por isso, recebem o nome
particular de pontos criticos.

Definicdo: Seja f uma funcéo de duas varidveis. Um par (a,b) €é ponto critico de f se:
> f,(ab)=0e f (a,b)=0,0u
> f,(a,b) ou f (a,b) ndo existe.

Na pesquisa de extremos locais de uma fungdo, comeca-se por determinar os pontos criticos. Testamos
entdo cada par para verificar se se trata de maximo ou minimo local.

Exemplo 1: Seja f(X,y)=1+x*+y?, com x* + y? <4. Ache os extremos de f .

Definigdo: Seja f uma fungdo de duas variaveis dotadas de derivadas parciais segundas continuas. O
discriminante D de f é:

D (X, y) = fo (% ¥).f, (% y) = [, (x, V)1’



Uma forma de lembrar a expresséo anterior é considerar a matriz que lhe da origem, chamada matriz
hessiana da funcdo f:

fXX
vy

yX

Teste para extremos locais:

Seja f uma funcdo de duas varidveis dotadas de derivadas parciais segundas continuas. Se
f,(a,b)=f, (a,b)=0¢e D(a,b)>0,entdo f(a,b) e:

» maximo local de f se f,(a,b)<0
» minimo local de f se f, (a,b)>0

Teorema: Seja f dotada de derivadas parciais segundas continuas em todo um disco aberto R que
contém (a,b). Se f,(a,b)=f (a,b)=0 e D(a,b)<0, entdo o ponto P=(a,b, f(a,b)) € o ponto de
sela do grafico de f.



Exemplo 2: Se f(x,y)=x?—4xy + y° + 4y, ache os extremos locais e os pontos de sela de f .



Exemplo 3: Deve-se construir um depdsito retangular sem tampa com volume V =12 m®. O custo por
metro quadrado do material a ser usado é de R$ 400,00 para o fundo, R$ 300,00 para dois dos lados
opostos e R$ 200,00 para os lados opostos restantes. Determine as dimensdes do depoésito que
minimizem o custo.



Exercicios:

1- Determinar os pontos criticos de f(x, y) =3xy? + x® —3x.
2- Classificar os pontos criticos da funcdo f(x,y)=3xy? + x> —3x.

3- Mostrar que f(x,y)=x>+xy +Vy? +§+§+5 tem minimo local em (L1).
Xy



