INTEGRAIS DUPLAS

Podemos considerar integrais de funcBGes de diversas varidveis, chamadas integrais duplas,

integrais triplices, integrais de superficie e integrais curvilineas. Essas integrais podem ser consideradas
as extensdes naturais do conceito de integral definida.

Dada uma funcdo f de duas variaveis tal que f(x,y) exista em toda uma regido R do plano-xy.

Definiremos a integral dupla HR f(x,y)dA por meio de um processo analogo ao utilizado para
b

j f(x)dx. R denotara uma regido que pode ser subdividida em um nimero finito de regides R, e R, .

a

Interpretacdo Geométrica da Integral Dupla
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Fonte: SWOKOWSKI, E. W. Calculo com geometria analitica: v.2. Sdo Paulo: Makron Books, 1994,

Definicdo: Seja uma funcdo de duas variaveis tal que f(x,y)>0 para todo(x,y) em uma regido R. O
volume V do s6lido compreendido entre o graficode z= f(x,y) eacimade R é

Vo= ij f(x, y)dA



Seja uma funcdo f continua em uma regido retangular fechada R do tipo ilustrada a seguir.
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Entdo a integral dupla pode ser representada pela integral iterada

| [ [ fxy)dy } dx
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Exemplo 1: Calcule ”4dx dy . Faca um esboco do grafico e interprete o resultado.
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Exemplo 2: Calcule ”(2x+6x2y) dy dx
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Exemplo 2: Calcule I.[(x3 +4y) dy dx
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Exemplo 3: Calcule j IZy.cosx dx dy
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Exercicios:

Calcule a integral iterada.

(12xy? —8x*) dy dx

P C— N
—n

LN

W
Ixzy dy dx

1-x

P C— N



INTEGRAIS DUPLAS - Continuagéo

Defini¢dol: Uma regido serd do tipo R, se for limitada lateralmente por retas x=a e x=b,
inferiormente por uma curva y =g, (X) e superiormente por uma curva y =g, (X).

Definicdo2: Uma regido sera do tipo R, se for limitada superior e inferiormente pelas retas y=d e
y =c, e lateralmente por curvas y=h,(x) e y=h,(x).

Teorema para o calculo de integrais duplas
e Seja R aregidodotipoR,.Se f econtinuaem R, entdo
b 92(x)
[l. fxyyda = [ [f(xy) dy dx
a g,(x)
e Seja R aregidodotipoR,.Se f écontinuaem R, entdo
d hy(x)

[ txyda = [ [fxy) dxay

¢ h(x)



Exemplo 1: Seja R a regido do plano-xy delimitada pelos graficos de y = x* e y =2x. Calcule
ij(xs +4y)dA.

Exemplo 2: Seja R a regido delimitada pelos graficos das equagdes y = Jx, y=+/3x-18 e y=0.
Se f é uma funcdo continua arbitrariaem R, expresse a integral dupla ﬂR f(x, y)dA em termos de
integrais iteradas.
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Exemplo 3: Dada I J'ycos x® dx dy inverta a ordem de integracdo e calcule a integral resultante.
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INTEGRAIS TRIPLAS
No estudo das integrais triplas a funcdo integrando é uma funcdo de trés variaveis w= f(x,Y,z)
definida sobre uma regido T do espaco tridimensional. As integrais triplas podem ser calculadas através
de integracdes sucessivas de forma analoga as integrais duplas.

Analisando as regides de inteqgracao:

Caso: 1 Aregido T é delimitada inferiormente pelo grafico da fungdo z =h,(x,y) e superiormente por
z=h,(x,y),onde h, e h, séo fungdes continuas sobre a regido R do plano-xy.

b f,00  hy(xy)
onde jﬂf(x,y,z) dv = j f!x) hl(Jx'y)f(x,y,z) dz dy dx

Caso: 2 A regido T é delimitada a esquerda pelo grafico da funcdo y=Kk,(x,z) e a direita por
y =k, (X, z), onde k, e k, sdo funcBes continuas sobre a regido R' do plano-xz.



9,(X)  ky(x,2)

onde mf(x,y,z) dv = _T j I f(x,y,2) dy dz dx

9:(x)  ki(x,2)

Caso: 3 A regido T e delimitada na parte de tras pelo grafico da fungdo x= p,(y,z) e a direita por
X=p,(y,z),onde p, e p, séo fungdes continuas sobre a regido R'" do plano-yz.

my(X)  P2(Y.2)

onde _mf(x,y,z) dv = i _[ _[ f(x,y,z) dx dy dz

m(x)  pu(y.2)

Exemplo 1: Calcule a m (xy? +yz°®)dV dado T ={(x,y,z): —1<x<1,3<y<4,0<z<2}
T



Exemplo 2: Ache o volume V do sdlido delimitado pelo cilindro y = x> e pelos planos y +z=4 ¢
z=0.

Exercicios:

1- Calcule a ﬂ_fxdv onde T é o sdlido delimitado pelo cilindro x? +y? =25, pelo plano
T

X+ Yy +z=8 e pelo plano xy.

2- Expresse [[[ f(x,y,2)dV como uma integral iterada se T ¢ a regido do primeiro octante
T

delimitada pelos planos coordenados, pelo paraboldide z =2+ x>+ (1/4)y® e pelo cilindro
X2 +y?=1.

3- Ache o volume da regido T delimitada pelos gréaficos de z=3x?, z=4—-x*, y=0e z+y=6.
4- Calcule a m ydV onde T € a regido delimitada pelos planos coordenados e pelo plano
T

5+X+z:1.
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