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PRE-CALCULO

Intervalos
Os intervalos, na reta real, classificam-se em: aberto, fechado, semi-abertos e infinitos. A solugdo de
uma inequacdo (desigualdade) é um intervalo. Uma desigualdade pode envolver valores absolutos
(mddulo).

Represente graficamente os seguintes intervalos

Notacdo Definicdo Gréfico
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Valor Absoluto

Se x € R o valor absoluto |x| de um ndmero real x define-se como:

xsex=0
X =
-Xxsex<0
Exemplos:
1- [3= 2- |-§= 3- 0= 4- [3-7x|=

Propriedades do Valor Absoluto (b>0)

e |gd<b <« -b<a<b
e |d>b < a>b ou a<-b

e |d=b < a=bou a=-b




Resolucéo de Inequaces

1) 3x—7>2x+5

2) Xx—8>5x+3

X+1
2Xx—3

4) (x+5).(x-3)>0

2x—3<7

5) 3<



Ocorrem com freqliéncia no calculo desigualdades que envolvem valores absolutos.
Exemplos:

Resolva cada desigualdade e faga o grafico da solugéo.

a- [x-3<05

b- [2x—7|>3

Coordenadas Retangulares

Um sistema de coordenadas retangulares € uma correspondéncia entre pares ordenados e pontos de um
plano. Muitas vezes, chamamos o eixo das abcissas de eixo-x e 0 eixo das ordenadas, eixo-y (no espaco
3D os eixos X, y e z sdo chamados: abcissa, afastamento e cota, respectivamente).

I (cota)
Ay (ordenadas)

x'(abcissa)

X (abcissas) y (afastamento)

R? R°
Represente no plano cartesiano os pontos abaixo

a- (-4, 2) b- (0, 4) c- (0, -2) d- (4, -2) e- (-3, -5)



Distancia entre Dois Pontos

v

Para calcular a distancia entre dois pontos quaisquer de um plano usa-se a férmula:

d(R., P,)

= \/(Xz _Xl)2 +(y2 - 3/1)2

onde P, =(x,, ¥;) e P, =(X,, y,). Tente mostrar isso e estender o conceito para espago 3D.
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P1 = (X1v yl)
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Ponto Médio

Dado um segmento AB, onde A(X;, ¥;) € B(X,, ¥,), 0 ponto médio desse segmento é dado por

2

M(Xl"'xz, Yit+ Y, Zj



P, :(Xz- yZ)
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Exemplos:

Dados A(-2, 3) e B(4, -2), determine:

a- d(A B) b- O ponto medio do segmento AB

Equacéo de Circunferéncia

v

Uma circunferéncia de centro C (h, k) e raio r tem equacao

d(P,C)=r

(x=h)*+(y-k)* =r’



Exemplo:

Determinar a equacédo do circulo de centro C(-2,3) e que passa pelo ponto D(4, 5).

Retas

Uma reta ndo paralela ao eixo-x faz angulo o com o mesmo. Esse angulo é sempre considerado no
sentido anti-horario, medido do eixo-x para a reta. Denomina-se coeficiente angular da reta r o niamero
real a que expressa a tangente trigonometrica da inclinagdo (angulo) a . Dados A(X;, Y;) € B(X,, Y,)
pontos de uma reta, calcula-se seu coeficiente angular pela formula:

o

Yo=Y
Coeficiente angular a: a=——"+

Xy =%
Forma Ponto-Coeficiente angular: Y, -y, =a(X, —X,)
Forma Coeficiente angular-Intercepto: y=ax+Db

Caso o coeficiente angular de uma reta seja ndo definido, ela € vertical.

A

y

v

Se ele for nulo, a reta é horizontal.

v




o Retas paralelas tém coeficientes angulares iguais.

/// "
/ X

o Retas perpendiculares tém coeficientes angulares inversos e simetricos.

pd

v

Exemplo:
Esboce a reta definida para cada par de pontos e determine seu coeficiente angular.

a- A(-1,4) e B3, 2)

b- A2 5) e B(-2 -1)



Equacéo Linear

Uma equacdo linear em x e y é uma equacao da forma ax + by = ¢, com a e b ndo simultaneamente
nulo. O gréfico de uma equacéo linear € uma reta.

Exemplo 8:

Determine a equacdo linear da reta que passa por A(1, 7) e B(-3, 2).



NOCAO DE FUNCAO ATRAVES DE CONJUNTOS

Sendo A e B dois conjuntos ndo vazios e uma relacdo f de A em B, essa relacdo f é um a funcgéo
de A em B quando a cada elemento x do conjunto A esta associado um e um s6 elemento y do conjunto
B. O conjunto A é denominado dominio (D) da funcéo, que é também chamado campo de definicédo ou
campo de existéncia da funcdo. O conjunto B é denominado contradominio (CD) da funcdo. Além
destes, existe ainda o conjunto imagem de uma func¢éo. Tais conceitos ficam claros quando se observa o
exemplo a seguir:

f:A— B definidapory=x+21ouf(x)=x+1
Dominio: D={0, 1, 2}

Contradominio: CD ={0, 1, 2, 3, 4}

Imagem: Im = {1, 2, 3}

Convém notar que: Imc CD

ESTUDO DO DOMINIO DE UMA FUNCAO

Quando o dominio de uma fungdo ndo esta explicito, devemos considerar para esse dominio
todos os valores reais de x que tornam possiveis em R as operacOes indicadas na formula matematica
que define a funcdo. No caso de funcdes racionais, lembre-se que o denominador nunca pode ser nulo;
no caso das irracionais, lembre-se que ndo se extrai, em R, raiz de numeros negativos.

EXERCICIOS

1- Determine o dominio D da funcao definida por:

X
a- f(x)=——
() X-5

X+2
b‘ f(X):T



f(x) = sz

f(X)=2xx—1

0= e

f(x):§+xi+3

f(x) =+/2x—1

F(x) = ‘/T‘H 2
Jx+4
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2- Construir os graficos das funcgoes:

a) y=2x+1

b) f(x):x?

X, Se x=>2

c) F() =

2, S X<2

2x+3 se x<0
f(x)=<x*se 0<x<2

d)
1se x>2



FUNCAO INVERSA

Denomina-se funcgdo inversa da funcéo bijetora f : A— Bafuncdo f':B— A, que associa a
cada x de B um elemento y de A tal que y =f(x).

- Para se obter a inversa troca-se X por y e y por X.

- O gréfico da funcdo inversa é simétrico ao grafico da funcdo de origem, em relacédo a reta y=x.
Exemplos:

1) Determinar a fungéo inversa de f : R, — R, onde f(x) = x> com x >0. Faga um esbogo do grafico.

2) Determinar a funcéo inversa de f : R — R onde f(x) = 2x. Faca um esboco do grafico.

12



FORMULAS PARA TRANSLACAO DE GRAFICOS

VERTICAL: y=f(x)+K translada o grafico K unidades para cima se K>0 e K unidades para baixo se
K<0.

HORIZONTAL : y =f(x + h) translada o gréafico h unidades para a esquerda se h>0 e h unidades para
a direita se h<0.

Exemplos: Facga o grafico das funcdes dadas abaixo:

a) f(x) =| x| b) f(x) =| x + 2|
¢) f(x) =] x — 3| +2 d) f(x) = x?
e) f(x) = x*>+2 f) f(x) = (x + 2)?
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REVISAO DE TRIGONOMETRIA

Considere uma circunferéncia de raio unitario com centro na origem de um sistema cartesiano
ortogonal e o ponto A=(1,0). O ponto A sera tomado como a origem dos arcos orientados nesta
circunferéncia e o sentido positivo considerado sera o anti-horario.

anti-
horario

Y &

SENO, COSSENO E TANGENTE

As Funcgbes trigonométricas béasicas sdo relacfes entre as medidas dos lados do tridngulo
retangulo e seus angulos. As trés funcdes basicas mais importantes da trigopnometria sdo: seno, cosseno e
tangente. O angulo é indicado pela letra grega.

14



Para todo o0 o,

—-1l=sena =1
2° quadrante 1° quadrante
Y
+ |+
o
X
3° quadrante 4° quadrante
Para todo o o,
-l1=cosex =1
2° quadrante 1° quadrante
Y
- |+
o
X
- |+
3° quadrante 4° quadrante
0° 30°
sen 0 1
2
cos 1 3
2
tg 0 NE]
3
cotg 0 V3

[e]

45

= m|':\\_ﬂ m|%]

60°

& wim ol

b

90°
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SENOS E COSSENOS DOS

ANGULOS NOTAVEIS

I
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Férmula Fundamental

séane Sa&

Formulas Secundarias

Sekr
tgr———
CO&

Formulas Trigonomeétricas
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Exercicio: Faca o esboco do grafico das funcdes:

a) f(x)=senx

b) f(x)=cos x

17



INTRODUCAO AO CONCEITO DE LIMITE

O conceito de limite € uma das idéias que distinguem o calculo da &lgebra e da trigonometria. As
regras para o calculo sdo simples, e a maioria dos limites dos quais precisamos pode ser obtida por
substituicdo, analise grafica, aproximagdo numerica, algebra ou alguma combinacéo dessas.
NOCAO INTUITIVA

Analisemos os seguintes exemplos de sucessdes numéricas.

Notacéao:
1°)  12345,.. 1°) X — 00
20) l!EYElﬂ’§!"' 20) X%l
23456
3°) 10-1-2-3.. 3°) X — —00
Exemplo: 1
Seja a seguinte fungdo y=1- 1
X
X y
1 0
2 0,5
3 0,66... -
2 0.75.. Esta funcdo tende para 1 quando x tende para o
; = infinito. (y —1 quando x — o).
500 0,998 Denota-se: lim (1—£) =1
. N X—* oo X
1000 | 0,999
Em geral:
X f(X)
Xl Il
X2 1, lim f(x)=L
X3 |3
\ \
a L

18



llustragdo em um quadro para outras fun¢des-exemplo2:

f(x) 9(x) f(x) + 9(x) f(x) . 9(x)
X x? -1 x® -1 x> -1 x*-1 x? -1, x%-1
+
x-1 x-1 x-1 x-1 x-1 x-1
0,9 19 2,71 5,149
0,99 1,99 2,9701 5,910499
0,999 1,999 2,99700099 5,991004979
1,001 2,001 3,00300099 6,009004961
0,9999 1,9999 2,9997 5,99910003
1,0001 2,0001 3,0003 6,00090003
1 2 3 5 6
Teremos entéo:
2 3 _
1-1im X =t p 2-tim*"t_3
Xx=>1 X — Xx=>1 X —
Notacao Significacdo Intuitiva Interpretacdo Grafica
ya &)
limf(x)=L Podemos tornar f(x) tdo L f(x
x> proximo de L quanto \ f(x) y =109
quisermos, escolhendo x ! ’&, .
suficientemente proximo de |
ae x=a X —» a «— Xy

19




PROPRIEDADES DOS LIMITES

Suponhamos que lim f(x) =L e lim g(x) = M . Entdo sdo validas as propriedades a seguir:
X—> a X—>a

o Im[fC)£g(0]=  limf(x) + lmg(x)= LM
o lm[f().g(]=  lmf(x).lmgx)= L.M

. !erl[c.f(x)]: c. lmf(x) = cL

. 'JLE%: :E;EX: ﬁ com g(x)=0e M 0

e J|limc= c ondecéuma constante

X—>a

e Ilimf(x)"= [lmf(x)}n, neN=*

X—> a

o !inl,n/f(x): n/lxin;f(x) , heN* f(x)>0, (se f(xX)<0, né impar)

EXERCICIOS SOBRE LIMITES

Encontre os seguintes limites:

a- lim(2x* —5x° + 2x —6)

X—a

2x% —4x? +5
x>-1  x%41



. COS X
lim —
-0 xX°+1

lim[x? +3f

x—1

lim+/x®+x2 -1

X—2

X2 +XxX—2
x—1 X-=1

21



x3 -1
x>l x—1

X2 +4x% —6x+1
m 2
x>l X —-8X+7

x> -1
x>l X=1

22



LIMITES LATERAIS

Limites Laterais

L /
S ————————————

R )
t

e Se x se aproxima de a atraves de valores maiores que a ou pela sua direita:

lim f(x)=S

x—a*

Esse limite é chamado de limite lateral a direita de a.

e Se x se aproxima de a através de valores menores que a ou pela sua esquerda:

lim f(x)=R

X—a

Esse limite € chamado de limite lateral a esquerda de a.

Existéncia de Limites

O limite de f(x) para X — a existe se, e somente se, 0s limites laterais a direita e a esquerda sdo
iguais, ou seja:

e Se lim f(x)=Ilim f(x)=b, entdo lim f(x)=b

e Se lim f(x)= lim f(x), entdo n&o existe lim f(x)=b

x—a* X—>a

Exemplol:
23



X

Se f(x)=-—, esboce o grafico de f e ache, se possivel:

X
a- Iinoq_ f(x) b- Iirgl f(x) c- Iirrg f(x)
Exemplo2:

Esboce o grafico da funcéo definida por:

3—-X, se xx<1
f(x)=< 4, se x=1 .Ache:
x>+1, se x>1

a- lim f(x) b- lim f(x) c- lim £ (x)
-1 7!

71"

24



Para os alunos:
Um gés tal como vapor de 4gua ou oxigénio é mantido a temperatura constante em um pistdo. A medida que o gas é

comprimido, o volume V decresce até que atinja uma certa pressao critica. Além dessa pressao, o gas assume forma
liquida. Use o gréfico abaixo para achar e interpretar.

a- lim V b- lim V c- limV
100" z—100" 7100

) A
V (litros)

0,8 |
] L
100 P(tor'r)
Exercicios:
x?+1, se x<2
1- Dada a fungdo f(x) =< 2, se x=2,determinar se possivel: a) lim f(x), b) lim f(x) e
x—2" X—2~
9-x* se Xx>2
lim f(x).
X—2

2- Seja f(x) = |x| esboce o grafico e determine: a-) Iirgl f(x) eb-) Iirgl f(x). O limite existe?

25



LIMITES QUE ENVOLVEM O INFINITO

Sabe-se que a expressdo x — oo (x tende para infinito) significa que x assume valores superiores a
qualquer numero real e que X ——oo (X tende para menos infinito), da mesma forma, indica que x
assume valores menores que qualquer ndmero real.

. A
Exemplo: y
y=1/x
\0 X g
1-) lim= =0, ou seja, & medida que x aumenta, y tende para zero e o limite é zero.
X—00 X
2-) lim = =0, ou seja, a medida que x diminui, y tende para zero e o limite é zero.
X—>—00 X
.1 . , -
3-) lim — =0, ou seja, quando x se aproxima de zero pela direita de zero (x —0") ou por valores
x—>0" X

maiores que zero, y tende para o infinito e o limite € infinito.

o0 Sen € par
.1 .
4-) lim —= | —oosenépar
x—=>0" X
Exemplos:

1- Determine cada limite se existir:

X +xt 41
a- lim=————-=
x>0 2X7 +X+1

b- Iim(Z +Ej =
Z—>0 X

26



C_

lim
7> -0 3X

2x* -5 _

Zix+2

27



Funcéo Exponencial

A funcéo f, definidaem R, e dada por f(x)=a”,a>0 e aa=1, denomina-se funcdo exponencial de
base a.

a>0 O<a<1

Exemplos: 1) Faca o gréfico das funcdes:

a) f(x)=2"
1X
b) f(x)=§

28



c) f(x)=¢e"

Funcdo Logaritmica

Sejaa>0, a=1. A funcéo f dada por f(x) = log;, x>0, denomina-se fungéo logaritmica de base a.

a) Funclo crescente (a > 1)

y| ﬂx) = log‘x

0|/(1,m

b) Fungdo decrescente (D<a< 1)

e

f(x} = log, x

T

1 ]

- Se a>1 a funcdo é crescente.
-Se 0 <a<1afuncéo € decrescente.

Exemplos: 2) Faca o grafico das fungoes:

a) f(x)=log;

29
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b) f(x) = log’

2

Limites de fung¢bes exponenciais

Suponha a>1

Suponha O<a<1

a) lim a*= a) lim a*=
X—> +0 X—> +00

b) lim a*= b) lim a*=
X—> —o0o X— —o0

Limites de funcdes logaritmicas

Suponha a>1

Suponha 0<a<1

a) lim log;= a) lim log;=
X—> +00 X—> +00

b) lim log;= b) lim log;=
x— 0* x— 0*

Calcule os limites:

a) lim 12*=
b) lim 3*=

X—> +00

(4
¢ Jim (g) =

30



d) lim (013)*=

X—> +0

e) lim log; =
x— 0* 3
f) lim log;=
X—> +00

g) lim log;=
x— 0*

h) lim log;=
X—> +00 :

CONTINUIDADE

Exemplos de fungdes:

A A A

y y y

Y= N = v
N

| »
»

v

c X C X c X
f(x) ndo é uma f(x) ndo é uma f(x) é uma fungéo
funcao continua funcdo continua continua

Defini¢do: Dizemos que uma funcdo f(x) € continua num ponto a do seu dominio se as seguintes
condigdes sdo satisfeitas:

e f(c) édefinida.

e lim f(x) existe

X—C

e limf(x)= ()

Propriedade das Fungdes continuas
Se f(x) e g(x) séo continuas em x = a, entéo:
e f(X)£g(x)é continuaem a

e f(x).g(x)écontinuaema

f(x)

——= ¢ continua em a onde g(x) = 0.
g(x)

31



Exemplo:

2_
X 1, se x=#1
x—1
1- Afuncdo f(x)= é continuaem c=1.
1, se x=1
2
X 24 e X2
X—2
2- Considere a fungdo  f(x) =
S5, se x=2

Esta funcdo é continua em x = 2 ? Caso contrario, como voceé redefiniria a funcdo em x =2 para que ela
fosse continua?

32
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DERIVADAS

Iniciaremos o estudo das derivadas considerando dois problemas aplicados. O primeiro consiste
em determinar o coeficiente angular (inclinagdo) da reta tangente em um ponto do grafico de uma
funcgéo, e o segundo, em definir a velocidade de um objeto em movimento retilineo.

Retas Tangentes

Relembrando:

A7

v

Coeficiente angular de r (inclinacdo daretar) = tga = %

Definicéo: O coeficiente angular m, da tangente ao grafico de uma fungéo f em P(a, f(a)) €

m = tim @+ 1@

h—0 h

Desde que o limite exista.

Exemplo 1: Seja f (x) = x* determine (utilizando a definico) :

a) f(x)

b) (D)

33



¢) f'(-3)

d) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (1,f(1)).

Exemplo 2: Seja f(x) = k uma funcéo constante. Mostre que f (x)=0 para todo x.

Exemplo 3: Seja f(x) = x. Mostre que f (x) =1 para todo x.

34



Exemplo 4: Seja f(x)=+/x. Calcule f (2).

Exemplo 5: Mostre que f (x) = |x| néo é derivavel em p=0.

35



Algumas Férmulas:

1) Derivada de uma constante
fx)=k=f'(x)=0
2) Derivada da poténcia
f(X)=x"=f X)=nx"", x=0

. . 1 -
fX)=x"=>f (X)==x" ,x>0
n

Exemplos:

1- Calcule f (x) sendo:

a) f(x)=4x>.Calcule f'(1)

.
b- F(x)=—5.

c- f(x)=%/x%. Calcule f'(16)

36



2) Seja f(x) =x°.

a) Calcule f (x).

b) Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa 1.

3) Determine a equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) = IYx no ponto de abscissa 8.

Regras de Derivacao

1- Soma ou Subtracédo
i[.u iv] = dii ﬁ
dx Codx dx
2- Derivada do produto
ad v i
— |y = —+v—
adr e ax
3- Derivada da divisdo
cfi v

Y——1—
ﬂ-’[g}z dr_ dx

adxh v



Ou seja:

h(x) = f(x)+g(x)
1- entdo
h'(x)=f'(x)+g9"'(x)

Exemplo: Se h(x) =3x* +4x°. Calcule h'(x).

h(x) = (x).9(x)

h'() =1 (x).9'(x)+'(x).9(x)

1- Exemplo: Se y =(x®+1).(2x* +8x—5). Calcule y'.

f(x)
h(x) = 2/
%)= 500

h'(x) = f'(x).9(x) - fz(x)-g'(x)
g(x)

5t
Exemplo: Se h(t) = .
P ® t? +1

Calcule h'(t).

38



Exercicios:

2- Se f(x)=2x*-5x>+x*—4x+1.Calcule f'(x).
3- Se f(X)=x7+5x+x*—2x"*+12 . Calcule f'(x).
4- Se h(x) =x?.x%. Calcule h'(x).
1
5- Se f(x)=x3.(x*—3x+2). Calcule f'(x).
X2 —x+2 ,
6- Se f(x)=——-——_ Calcule f'(x).
X“+5
oL
a— X 1
7- Se f(x)= 3/7 . Calcule f'(x).
DERIVADAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS
Formulas:

f(x) f'(x)
sen x COS X
COS X —senx

tgx sec? x
cot gx —csc’ X
Sec X Sec Xtgx
CSC X — CSC X cot X

DERIVADAS DAS FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMICA

() ()
e’ e
Inx 1
X
Exemplol: Determine f'(x) se f(x)= Senx
1+cosx

39



Exemplo2: Determine g'(x) se g(x) =secx.tgx

Exemplo3: Determine 3—2 se y=secd.cotd

40



Obs.: O coeficiente angular da reta normal a reta tangente a uma fungédo f em um ponto P(a, f(a))é
1
Cy=- :
f'(a)

Exercicios

1- (a) Determine o coeficiente angular das tangentes ao grafico de y=senx nos pontos de
coordenadas-x O, Z, Z, 2?7[ e 7. (b) Esboce o gréfico de y =senx e das tangentes da parte (a). (c)

para quais valores de x a tangente é horizontal?

DERIVADAS DE FUNCOES COMPOSTAS - REGRA DA CADEIA

Vérias aplicacBes do calculo na engenharia envolvem a busca de uma func¢do com alguma
derivada. Em muitas situacdes encontraremos funcdes compostas. A determinacdo da derivada de
funcbes compostas seguira uma determinada regra denominada Regra da Cadeia.

Proposicdo: Regra da Cadeia—Se y= f(u) e u=g(x), e as derivadas j—y e 3—“ existem ambas,
u X

entdo a funcdo composta definida por y = f (g(x)) tem derivada dada por

LA A T T |
= f'(u).g'(x) f'(9(x)).9'(x)

Entdo se f(x)=h(u(x)) entdo f'(x)=h"(u(x)).u'(x)
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Exemplo 1: Sejam h(x) = x* e u(x) = 2x—5, entdo f (x) = h(u(x)) e portanto f (x) =(2x—5)’.
Calcule f'(x).

Exemplo 2: Seja f (x) =sen(x® —3x?). Calcule f'(x).

Exemplo 3: Seja f(x) =e*"®"_ Calcule f'(x).

Exemplo 4: Sejam y = Ju e u=x%+1. Calcule y'.
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sen(2x” - 3)

Exemplo 5: Seja f(x) =
P Ja 109 cos(2x* —3)

. Calcule f'(x).

Exemplo 6: Calcule a derivada da fungdo y = x*.e*

Exemplo 7: Calcule a derivada da fun¢do y = In(x? +3)
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Formulas: Regra da Cadeia (utilizadas com maior frequéncia)

Exercicios:

f(x) f'(x)
c.u(x)" n.c.u(x)"™* . u'(x)
sen(u(x)) cos(u(x)).u'(x)
cos(u(x)) —sen(u(x)) .u'(x)
tg (u(x)) sec?(u(x)).u'(x)

g™ e"™ u'(x)
In(u(x)) 1 ,

W Lu'(x)

Dadas as fungdes f(x), determinar f'(x).

a

b

o

@D

- (x) =3x* +(5x* +8f

- F(x) = (% +5x+2)

- f(x) =5V +3

- F00 =x° +(2x+4) +x

- f(X) = (x2 +1). (B3x-7)

44



TAXAS RELACIONADAS

Velocidade e Aceleracdo — Taxa de Variacdo

Suponhamos que uma particula desloca-se sobre o eixo OX com funcéo de posi¢do x = f (t),

f fornece a cada instante a posicdo ocupada pela particula na reta.
A velocidade da particula no instante t é definida como sendo a derivada de fem t.

dx :
vit)=—=f (t
t) o )
A aceleracdo no instante t € definida como sendo a derivada em t da funcéo v = v(t).

dv  d?x .
alty=—=——=f'(t
(t) G dr (t)

Exemplo 1: Uma particula move-se sobre o eixo OX de modo que no instante t a posicdo x € dada por
X =t?,t >0, onde x é dado em metros e t em segundos.

a) Determine as posicdes ocupadas pela particula nos instantes t=0, t=1 e t=2.

b) Qual a velocidade no instante t?

¢) Qual a aceleracédo no instante t?

d) Esboce o gréfico da funcdo de posicao.
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Exemplo 2: Uma particula move-se sobre o eixo OX de modo que no instante t a posicdo x € dada por
x =cos3t,t >0, onde x é dado em metros e t em segundos.

a) Determine as posi¢des ocupadas pela particula nos instantes t = 0,t =

ol

t=Zt="et=2",
37 2

b) Qual a velocidade no instante t?
c) Qual a aceleracdo no instante t?
d) Esboce o gréfico da funcéo de posicao.

Exemplo 3: Um ponto move-se ao longo do grafico de y = x* +1 de tal modo que a sua abscissa X varia
a uma velocidade constante de 3cm/s. Qual é, quando x=4 cm a velocidade da ordenada y?
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Exemplo 4: O raio de uma esfera estd variando com o tempo, a uma taxa constante de 5 m/s. com que
taxa estara variando o volume da esfera no instante em que r =2m?

Exemplo 5: Uma escada de 6m de comprimento esta apoiada em uma parede vertical. Se a base da
escada comeca a deslizar horizontalmente, a razdo de 0,6m/s, com que velocidade o topo da escada

percorre a parede, quando estd a 4 m do solo?

...r
|

i
&
o

6m
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Exemplo 6: A que taxa o nivel do liquido diminui dentro de um tanque cilindrico vertical se
bombearmos o liquido para fora a uma taxa de 3000L/min? (raio r do cilindro igual a 1m).

Exemplo 7: Enche-se um reservatorio, cuja forma é a de um cone circular reto invertido, de agua a uma
taxa de 0,1 m*/s. O vértice esta a 15 m do topo e o raio do topo é de 10m . Com que velocidade o nivel
h da agua esté subindo no instante em que h = 5m?
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O TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA

Mostraremos neste momento como o sinal da derivada primeira ( f ') pode ser usado para determinar
onde (intervalo) uma fungdo f € crescente ou decrescente. Informagdo que poderd ser Util na
classificagdo dos extremos locais de uma fungéo.

Seja f continuaem [a, b] e diferenciavel em (a, b).

e Se f'(x)>0 paratodo x em (a, b),entdo f é crescente em [a, b].
e Se f'(x)<0 paratodo x em (a, b),entdo f é decrescente em [a, b].

1
1
1
1
i
| ! h 1 :
1 ' ' ! 1 1

TE(X)>0 F'(x)<0 £ 00>0  f'(9<0 f'()>0  F'(x)<0

Exemplo 1: Seja f definida por f(x)=x®-2x*+2. (a) Determinar os intervalos em que f ¢
crescente e os intervalos em que f é decrescente. (b) Esbocar o grafico de f .
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Teste da derivada Primeira

Seja ¢ um namero critico de f , e suponhamos f continuaem c e diferenciavel em um intervalo aberto
I contendo c, exceto possivelmente no proprio ¢

e Se f' passade positiva para negativa em c, entdo f(c) € maximo local de f.
e Se f' passade negativa para positivaem c, entdo f(c) € minimo local de f .
e Se f'(X)>0ou f'(x)<0 paratodox em| exceto x =c, entdo f (c) ndo é extremo local de f .

Exemplo 2: Seja f definida por f(x)=2x*-5x+2. (a) Determinar os intervalos em que f ¢
crescente e os intervalos em que f é decrescente. (b) Esbocar o gréafico de f .
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X2 —X

1+3x%°
os intervalos em que f é decrescente. (b) Esbocar o gréfico de f .

Exemplo 3: Seja f definida por f(x)=

(a) Determinar os intervalos em que f € crescente e

CONCAVIDADE E O TESTE DA DERIVADA SEGUNDA

Usaremos o sinal da derivada segunda ( f '") para determinar onde a derivada f ' é crescente e onde ela
é decrescente.

Se f for diferenciavel em um intervalo aberto | . O graficode f é

e (Concavo paracimaem | se f'écrescenteem | .
e (Concavo para baixoem | se f'é decrescenteem | .

y y = f(x) y

y=1(x)

[
»

v

f'crescente f* decrescente *
f'"(x)>0 f"(x)<0
Grafico concavo para cima Grafico concavo para baixo 51



Teste da Concavidade

Se aderivada segunda f ' de f existe em um intervalo aberto | , entdo o gréficode f é

e Concavo paracimaem | se f"(x)>0em I.
e Concavo para baixoem | se f"(x)<Oem I.

Exemplo 1: Se f(x) = x® + x* —5x—5. Determine os intervalos em que o grafico de f é concavo para
cima ou cbncavo para baixo. Faca um esboco do grafico de f .

Um ponto (c, f(c)) do grafico de f é um ponto de inflexdo se sdo verificadas as duas condi¢des:

e f écontinuaem c.
e Existe um intervalo aberto (a,b) contendo c¢ tal que o grafico é céncavo para cimaem (a,c) e
concavo para baixo em (c,b), ou vice versa.



Teste da Derivada Segunda

Seja f diferencidvel em um intervalo aberto contendo c,e f'(c) =0.
e Se f'(c)<0,entdo f tem maximo local em c.

e Se f'(c)>0,entdo f tem minimo local em c.

Exemplo 2: Se f(x) =—x* +2x? +12, use o teste da derivada segunda para determinar os extremos
locais de f . Discuta a concavidade, ache os pontos de inflexdo e esboce o grafico de f .
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Exemplo 3: Estude f com relagdo a concavidade e determine os pontos de inflex&o se existirem.

a) f(x)=x*—4x+3
b) f(x)=x>

c) f(x)=x>-3x"+1
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INTEGRAIS

Os dois mais importantes instrumentos do célculo sdo a derivada, ja estudada anteriormente e a integral,
motivacdo de nossos proximos estudos. A reunido dos calculos diferencial e integral (ligacdo chamada
de teorema fundamental do calculo) tornou-se a ferramenta mais poderosa que 0s matematicos ja
obtiveram para entender o universo.

Antiderivadas e Integracdo Indefinida

Definicdo: Uma funcdo F é uma antiderivada de f emumintervalo | se F ' (x)= f(x) Vx em |

llustragdo: F(x)= x> é uma antiderivada de f(x) =2x. Notemos que ha uma familia de antiderivadas
de f(x)=2x.

Funcao Antiderivadas da Funcéo

f(x) =2x F(X)=x*+2

f(x) =2x F(x)=x*-5/2

f(x) =2x F(x)=x?++/5

f(x) =2x F(x)=x?+C C = constante

Teorema: Seja F uma antiderivada de f em um intervalo | . Se G é uma outra antiderivada de f em
|, entdo

G(xX)=F(x)+C
Para alguma constante C e todo x em | .

Mais llustraces:

f(x)= Exemplos de
Antiderivadas de f(x)
2
X F(X) = % x*+C
8x® F(x)=2x"+C
COS X F(x) =senx+C
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Definicdo: A notagdo I f(x)dx=F(X)+C, onde F '(x) = f(x) e C é uma constante arbitraria,

denota a familia de todas as antiderivadas de f(x) em um intervalo | .

. I:sinal de integral

e f(X) = integrando

e dx = simbolo que especifica a variavel independente x - varidvel de integracdo

Exemplo:

F(x)=x>+2x*+C

derivando

|
T

|
|

intearando

Tabela Sumaria de Integrais Indefinidas

f (X) = 3x* + 4x

Integral Indefinida
[D.If(0ldx=F(x)+C

J

V1-x2

Ildx = x+C
Xr+l
J.xrdx = +C (r+-)
r+1
_[ cosxdx = senx+C
J'senxdx = —cosx+C
j sec’xdx = tgx+C
J.ldx = Inx+C
X
dx=arctgx+C
-[1+x2 g
1

dx=arcsenx+C

2

X r X
_|.\/r2 —x?dx==.4r?—x*> +—.arcsen—+C

2 2 r
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Exemplos:

1- .|.x3.x5dx=

2- J'%dx:

3- J“{/?dx:

Teorema:

. J'c f(x)dx = c I f (x) dx para qualquer constante c

. j[f(x)ig(x)]dx = J'f(x)dx ijg(x)dx

1- Calcule _[(5x3 +20c0s x) dx

2- Calcule j (Bt3 —6\/f+ti3j dt

2 2
3- Calcule J' (x ng) dx
X
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MUDANCA DE VARIAVEIS EM INTEGRAIS INDEFINIDAS

Veremos neste momento uma técnica de integracdo muito Gtil na resolugdo de integrais indefinidas nédo
triviais. Veremos um método de mudanca de variavel de integracdo de modo que essas integrais e
muitas outras possam ser calculadas por meio de formulas conhecidas.

Se F é uma antiderivada de f, entdo j f(g(X)g'(X)dx=F(g(x))+C.Seu=g(x) e

du = g'(x)dx, entdo jf(u)du: F(u)+C

Integracdo por Substituicao

Exemplo 1: Calcular J'«/Sx + 7 dx

Exemplo 2: Calcular J'cos4xdx
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Exemplo 3: Calcular f(2x3 +1)7 x2 dx

Exemplo 4: Calcular I(Zx3 +2%)% (6x* +2) dx
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Exercicios:
1- Calcular Ix A7 -6x2 dx

2- Calcular j?;x2 .sen x° dx

3- Calcular [ x.(2x* +3)" dx

2 J—
4- Calcular j( . -1
X

senx
cos® x

5- Calcular I dx

3
6- Calcular Ixzex dx
7- Calcular jsen5xcos X dx

X2

8- Calcular f dx

1+x®

9- Calcular _[sen3xcos x dx

10- Calcular Ix e dx

— = dx
~3x+1)°
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A INTEGRAL DEFINIDA

Area

Desde os tempos mais antigos 0s matematicos se preocupam com o problema de determinar a area de
uma figura plana. O procedimento mais usado foi 0 método da exaustdo, que consiste em aproximar a
figura dada por meio de outras, cujas areas sdo conhecidas.

y ~T | TN

y=1(x)

v

n
A soma da area dos n retangulos pode ser representada por S, = Z f(c,).Ax
i=1

Seja y = f(x) uma funcdo continua, ndo negativa em [a, b]. A &rea sob a curva y = f(x), de a até

b, ¢ definidapor A= _lim Zl: f(c,).Ax,

Integral Definida

A integral definida esta associada ao limite da definicdo anterior. Nasceu com a formalizacéo
matematica dos problemas de areas.

Seja f uma funcdo definida no intervalo [a, b] e seja P uma particdo qualquer de [a, b]. A integral

b n
definidacom f de aaté b, denotado por I f(x)dx = ,IiAm . Z f(c;).Ax, desde que o limite exista.
. max A —0 4=
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TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O teorema fundamental do calculo além de ser til no calculo das integrais definidas, ele
evidencia a relacdo entre o estudo das derivadas e das integrais definidas.

Teorema Fundamental do Célculo

Suponhamos f continua em um intervalo fechado [a, b].

e Seafuncdo G é definida por G(x) :I f (t)dt paratodo x em [a, b], entdo G é uma
antiderivada de f em [a, b]

b
e Se F é qualquer antiderivada de f em [a, b], entdo If(x) dx=F(b)-F(a)

3
Exemplo 1: Calcular j3dx
-2

2
Exemplo 2: Calcular I(X + 2)dx
-1
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2
Exemplo 3: Calcular I(X3 + 3x —1)dx
-1

4
1
Exemplo 4: Calcular I(E X+ 3) dx
-2
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4
Exemplo 5: Calcular IV16— x* dx
4

PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

Veremos neste momento algumas propriedades fundamentais da integral definida.

b
Se ¢ € um numero real, entdo chx =c(b-a)

a

Se f éintegravel em [a, b] e ¢ € um nimero real arbitrario, entdo c f € integravel em [a, b] entéo

ic f(x)dx:cj-f(x)dx

Se f e g sdo integraveis em [a, b], entdo f+g e f—g sdo integraveis em [a, b] entdo

[If=g(ldx=[f)dx + [g(x)dx

b
Se f éintegravel em[a, b] e f(x) >0 paratodo x em [a, b] entdo If(x) dx>0

b b
Se f e g sdo integraveis em [a, b] e f(x)> g(x) paratodo x em [a, b], entdo _[f(x) dxzjg(x) dx
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Integrais definidas — Método da Substituicéo

O método de substitui¢do de variaveis trabalhado anteriormente para as integrais indefinidas, pode ser
estendido as integrais definidas.

dx

3
Mhx -1

10
Exemplo 1: Calcular I
2

zl4
Exemplo 2: Calcular '[(1+ sen 2x)°.cos 2x dx
0
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Exercicios: Calcule a integral:

4
1- J.(x2 —4x—3)dx
1

1
4- j(x2 —-1)% xdx
a

4
2- _[(823 +3z-1)dz
1

j 1
5- | ————dx
< (3—2x%)?

3- T(%/?+ 2) dx

1
6- I(B— x*)% .x* dx
0

66



APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Abordaremos que grande parcela de situacdes pode ser calculada com integrais: o volume de
solidos, o comprimento das curvas, a quantidade de trabalho necessaria para bombear liquidos do
subsolo, as forcas exercidas contra comportas, as coordenadas de pontos onde objetos sélidos terdo
equilibrio (centro de massa), areas. Definiremos todos esses calculos através de limites das somas de
Riemann de fungGes continuas em intervalos fechados.

AREA
y A
y=f(x)
| Regio R, |
! y=9(x):
a b %

Teorema: Se f e g sdo continuase f(x)>g(x) paratodo x em [a,b], entdo a &rea A da regido
delimitada pelos graficosde f, g, x=ae x=b é

A= [[f (0= g(x)]dx

Exemplo 1: Achar a area da regido delimitada pelos graficos das equacdes y = x2 e y =+/X .
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Exemplo 2: Achar a area da regido R delimitada pelos graficos das equagdes y—x=6 , y—x*=0¢e

2y+x=0.

Calculando a area para uma regiao R,

y 4

x=f(y)

Exemplo 3: Achar a area da regifo delimitada pelos graficos das equagdes 2y® =x+4 e y? =X.

X
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Célculo de Areas: Problemas

Exemplo 1: Calcule a area do conjunto do plano limitado pelas retas x=0, x=1, y=0 e pelo gréfico de
f(x) = x>.

Exemplo 2: Calcule a area da regido limitada pelo grafico de f (x) = x*, pelo eixo x e pelas retas x=-1 e
x=1.
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Exemplo 3: Calcule a area da regido limitada pelas retas x= 0, x= 1, y= 2 e pelo grafico de y= x>.

Exemplo 4: Calcule a area do conjunto de todos os pontos (x,y) tais que x> <y < Jx.
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Exemplo 5: Calcule a area da regido compreendida entre os graficos de y=x e y= x*com 0< x < 2..

Exemplo 6: Achar a area da regido R delimitada pelos graficos das equacbes y+ x> =6 e
y+2x—-3=0.
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SOLIDOS DE REVOLUCAO

Um solido de revolugdo é um sélido gerado pela rotagdo de uma regido plana em torno de uma reta, a
reta é chamada de eixo de revolugéo.

N

Definicao: Seja f continua em [a,b], e seja R a regido delimitada pelo gréafico de f pelo eixo-x e
pelas retas verticais x=a e x=b. O volume V do sélido de revolucdo gerado pela revolucdo de R
em torno do eixo-x é

v

»
»

v
v

Y% =Tﬂ[f (x)]?dx

Exemplo 1: Seja a regido formada por y = Jx e 0<x<4.A funcdo gira em torno do eixo x para
gerar um solido. Determine o seu volume.

(a) (b)
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Exemplo 2: Determine o volume do s6lido obtido com a rotacdo, em torno do eixo y, da regido

. . 2
compreendida entre o eixoyeacurva x=-— com 1<y<4,
y

LY
>

(@) (b)
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y 4 Volumes por Anéis Cilindricos

Dy =1(X) b
e V = [2((t (9] *~[g (4] )ox

y=9(x)

|

v

b x

@ J-----

Exemplol: Ache o volume do sélido gerado quando a regido entre os gréaficos das equacdes

f(x)= % +x% e g(x)=x sobre o intervalo [0,2] € girada em torno do €ixo X.

74



Exemplo2: Ache o volume do sélido gerado quando a regido limitada por y = Jx, y=2 e x=0e
g(x)=x é girada em torno do eixoy.
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